IMECC-UNICAMP-DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
EXAME DE QUALIFICACAO DE MESTRADO

ANALISE NO R¥

DATA: 16/07/2007

(1) Determine o conjunto de pontos p de B® com a seguinte propriedade: existe vizinhanca
V, C R? de p tal que a superficie 2* + 23° + 822 — 32y = 1 pode ser representada pelo
erafico de uma funcio diferenciavel z = g(z, y).

(2) Seja p um planeta com drbita eliptica x = acosf), y = bsenfl. Supondo que o sol esta
situado no foeo ((e? — 5%)/2,0) e que t é o tempo medido desde o instante que o planeta
passa pelo ponto {a,0), entéo a equacio de Kepler satisfeita é: kt = 0 — ssenfl, em que
k > 0 é uma constante e £ = §/a com 0 < b < a.

(A) Mostre que a equacio de Kepler pode ser resolvida para # em funcio de ¢.

(B) Mostre que % assume o méximo no periélio (a,0) e o minimo no afélio (—a, 0).

(3) Defina uma parametrizacio f : X C B* — R® em que X é um retingulo de dimensio
4 e cuja imagem seja S% x 52, Calcule o volume de 5% x 2,

(4) Seja w uma k-forma diferencial de classe C' em R™ tal que [, w = 0 para toda variedade
compacta, fechada e orientdvel M de dimensdo k& em RB". Use o Teorema de Stokes para

explicar por que w é fechada.

(5) Se w é uma 1-forma fechada em R* — {0}, mostre que ela é exata.
(Sugestdo: Dado q € R* — {0}, defina g(q) como sendo a integral de w ao longo do caminho
7, que compreende o arco do circulo maximo em 52, do ponto (1,0,0) ao ponto [-3}- e do

segmento de reta entre o ponto ﬁ e o ponto g. Aplique o Teorema de Stokes para mostrar

que g(gq) é independente do circulo méximo escolhido e mostre que df = w)

(6) Considere a aplicacio f : R® — R* definida por f(x,¥, z) = (? — ¥*, vy, z2,yz). Dada
uma curva regular I' C f(5%), mostre que para cada p € I existe uma vizinhanga aberta
W ¢ RB* de p tal que I' M W é imagem de uma curva regular em S°.



Exame de Qualificacao: Topologia
18/07 /2007

. 1) Sejam X, ¥ espacos topol6gicos e f: X — Y. Provar que f ¢ fechada
se e somente se f(A) C f(A) para todo A C X.

2) Sejam X, ¥ espagos topoldgicose f: X — Y. Provar que f ¢ continua
se e somente se f(A) C f(A) para todo A C X.

2 1) Sejam X um espago topoldgico regular e A C 7 € X com A compacto

e [/ aberto. Provar que existe um aberto V tal que A V c U,

2) Sejam X um espago topoldgico completamente regulare A C U C X
com A compacto e [/ aberto. Prove que existe g : X — [0, 1] continua tal
queg| A=1leg|X —U = 0. Lembramos que um espago topoldgico
é completamente regular se para x € U (I’ aberto) existe uma fungio
continua tal que flz)=1le f| X =-U=0.

3) Seja X um espaco topoldgico regular tal que toda cobertura por abertos
tem uma sub-cobertura enumerdvel. Provar que X € normal.

. Seja (X, d) um espago métrico compacto e F' : X — X uma aplicagio que
preserva distancia. Provar que F(X) = X.

. 1) Seja [] Xo um produto de espagos topoldgicos e £ = (z.) € [] Xa.

Provar que
C(z) = [[ Clxa)

onde C'(y) é a componente conexa que contem a y.

2) Sejam X, Y espacos topoldgicos. Provar que se X e ¥ sfo compactos
entio X x Y é compacto. Nao pode assumir o teorema de Tychonoff.

. Prove que ndo existe uma retracio continua r : X — A nos seguintes
CASOS:

a) X = 5! x D? com seu bordo A = §' x S,

b) X = D? v D? com seu bordo A = §' v §.

. Sejam X, ¥ espagos topoldgicos e p : X — ¥ uma aplicacdo quociente,

Assumindo que ¥ & conexo e que para todo y € ¥, p~t{{y}) é conexo.
Prove que X é conexo.



MMT719 - 1S 2007 - Exame de Qualificagao

Nome: RA: 13/07/2007

Escolher questoes cujo total de pontos possiveis seja 100. Bom trabalho!

1. (20pts) Seja T : C* — C* a transformacio linear dada por
T(x,y,z,w) = (3z —w, 22 + 2y — 4z + 2w, z + w, 3w — z).
Encontre a forma de Jordan de T e uma base de Jordan.
2. Responda se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa justificando suas respostas.

(a) (05pts) Se T é um endomorfismo diagonalizdvel de win espaco vetorial real V' de dimenio

finita, entao existe um produto interno em V' para o qual T' é auto-adjunto.

(b) (05pts) Se T é um operador ortogonal em R™, entao existe uma base ortonormal do R"
formada por autovetores de T.

(c) (05pts) Suponha que o espago vetorial V' seja a soma direto dos subespacos U e W. Se
N é um subespago de V, entao N = (NnU) @ (N nW).

(d) (05pts) Se K, F sao corpos satisfazendo K C F, entdo para todo F-espago vetorial V' temos
dimg (V) > dimg(V). (A notagao dimg (V') significa a dimensao de V' quando visto como
espaco vetorial sobre |, onde as operagoes sao as mesmas vindas da estrutura de V como
espaco vetorial sobre F.)

3. (10pts) Dé um exemplo de espago vetorial que nao é isomorfo ao seu dual.

4. (10pts) Suponha que T : V — V seja uma transformacio linear satisfazendo T? = 2T + 31y
QQuais sdo os possiveis autovalores de T7 (Aqui V' é espago vetorial sobre um corpo de
caracteristica zero)

5. (20pts) Seja {T; : i € I} um subconjunto de Endg(V) onde V ¢ um espaco vetorial de
dimenséo finita sobre um corpo algebricamente fechado F. Suponha que T;T; = T;T; para
todo i, 7 € Z. Mostre que V' pode ser escrito como soma direta de auto espacos generalizados
comuns a todos os T;,i € T,

6. (20pts) Considere a forma quadrética no R? dada por f(z,y, z) = 22 4+3? — 22+ 2zy—3z2 +y=.
Calcule a matriz de f na base {(3,01),(1,-1,2),(2,1,2)}.

7. (20pts) Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre o corpo F. Mostre que existe uma funcao
linear injetora ¢ : V*®@W — Hompg(V, W) e que, se V' tiver dimensdo finita, existe ¢ bijetora.
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(1) Prove as seguintes afirmagdes:
(a) Seja € uma familia ndo vazia de subconjuntos de um conjunto X tal
que X = Jyee U. Entdo a familia das intersecgdes finitas de membros
de € é uma base de uma topologia de X.
(b) Seja X um espago topoldgico que verifica o segundo axioma de enu-
merabilidade. Entao toda cobertura por abertos de um subeonjunto
arbitrario tem uma subcobertura enumerével.

(2) Prove que o conjunto das seqiiencias de niimeros reais R“ com a topologia
produto é conexo e com a topologia caixa (uma base desta topologia sao os
produtos arbitririos de abertos) nao é conexo. Dica: Considere os conjuntos
das sequencias limitadas e o das sequencias nao limitadas.

(3) Seja {X, : a € A} uma familia de espagos topoldgicos. Prove o disprove as
seguintes afirmagoes:
(a) Jl.ea Xa é Hausdorfl, se para cada a € A os X, sao Hausdorff.
(b) Tlseca Xa verifica o primeiro axioma de enumerabilidade se e somente
se para cada a € A os X, verificam o primeiro axioma e todos a menos
de uma quantidade enumeravel deles tem a topologia indiscreta.

(4) Sejam X e Y espagos topolégicos e f : X — Y uma aplicacéo fechada tal
que para cada y € Y, f~({y}) é compacto. Prove que f é uma aplicagdo
propria.

{(5) Prove as seguintes afirmagGes:

(a) Seja ¢; : (X, zg) — (Y, y0) uma homotopia continua. Entao os homo-
morfismos induzidos (@) : 1 (X, o) — m1 (Y, yo) séo todos iguais.

(b) Seja f : S*x[0,1] — S* continua que verifica: 1) f(z,0) = z para todo
z € S e 2) existe 79 € S* tal que f(zo,t) = zo para todo t € [0,1].
Entdo as aplicagdes f; : S' — S! definidas por fi(z) = f(z,t) séo
sobrejetoras.

(¢) m(X x Y, (20, 40)) = m1(X, zo) x 71 (Y, y0)-




IMECC-UNICAMP-DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
EXAME DE QUALIFICACAO DE MESTRADO

ANALISE NO R

DATA: 14/12/2007

RA:
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(1) Seja f: [0,1] — R uma funcio continua e positiva tal que fol flt)dt = 3.

(A) Mostre que existe um tnico ponto ¥ € [0, 1} tal que f;’ fit)y =2

(B) Mostre que para cada z em um intervalo [0,4] com 0 < § < 1, existe um tnico ponto
&(z) € [0,1] tal que [ f() =2.

(C) Mostre que a funcao ¢ : [0, 8] — [0, 1] definida no item (B) é de classe C*.

(D) Calcule a derivada de £.

(2) Seja g : R™ — R™ uma funcéo de classe C*, k > 1 uma funcdo tal que |¢’(z)| < 1 para
todo z € R™.

(A) Mostre a fungdo f : R™ — R™ definida por f(z) = z + g(z) é um difeomosfismo de
classe C* sobre um suhconjunte sberto de R™.

(B) Mostre que se existe uma constante A > 0 tal que |¢’(z)| < A < 1 para todo z € R™,
entdo a funcdo f definida no item (A) é sobrejetiva.

(C) Exiba um contra-exemplo que mostre que néo basta supor que |¢’(z)| < 1 para todo
z € R™ para garantir que f definida no item (A) seja sobrejetiva.

(3) Mostre que uma submersio injetora é um difeomorfismo sobre a sua imagem.

(4) Se f : R — R uma funcio diferencidvel e estritamente crescente, a funcao inversa de f
¢ diferencidvel?

(5) Seja w = f dz uma 1—forma no intervalo [0, 1] em que f : [0,1] — R é contfnua. Mostre
que existe um dnico nimero A € R tal que w — X dz = dg para alguma func¢do g : [0,1] - R
satisfazendo ¢(0) = g(1).

(6) Encontre uma 2;—f0,rma w em R? tal que dw = dz A dy A dz.

(7) Sejam w = zz dz+yz dy—2® dz uma 1—forma em R3 e H o hiperboléide 22 +y?>—22 = 1.
Mostre que se M C H é uma superficie difeomorfa a S*, entdo f,, w = 0.
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Nome: RA: 12/12/2007

Escolher questoes cujo total de pontos possiveis seja 100. Bom trabalho!

1. Escreva as definigoes dos seguintes conceitos:

(a) (05pts) Polinébmio minimo de um operador linear.
(b) (05pts) Operador hermitiano.

2. (05pts) Enuncie o teorema de Cayley-Hamilton.

3. (10pts) Suponha que V seja um espago vetorial de dimensdo 5 sobre um corpo algebricamente
fechado e que 7' : V — V seja uma aplicagéo linear com polinémio minimo igual a p(z) =
(z — a)(z — b)2. Liste as possiveis formas candnicas de Jordan de T.

4. (15pts) Seja V seja um espago vetorial de dimensdo n sobre um corpo K e T: V — V uma
transformagao linear com polinémio minimo p(z) = (z —a)™ para algum a € K. Descreva um
método para encontrar uma base de Jordan para T.

5. (10pts) Mostre que se W é um subespago de dimenséo finita de um espago vetorial V com
produto interno temos V =W @ W+.

6. (15pts) Seja f(z,y,z) = 2z% + 5y® + 222 — 4y — 2r2 + 4yz uma forma quadrética em R3.
Encontre uma transformagéo ortogonal das varidveis que leva f a eixos principais e calcule o
indice de f.

7. Responda se cada uma das afirmagdes abaixo é verdadeira ou falsa justificando suas respostas.

(a) (05pts) Se a e B forem bases de V e T': V — V § linear, det([T]S) = det([T]g).
(b) (05pts) Exitem matrizes A, B € M, (C) tais que AB — BA =1.
(c) (05pts) Se T é um endomorfismo diagonalizdvel de um espago vetorial complexo V de

dimendo finita, entdo existe um produto interno hermitiano em V' para o qual T é auto-
adjunto.

(d) (05pts) Para todo espago vetorial V' de dimensdo finita existe um isomorfismo linear
p:V*®V — End(V).

8. (15pts) Considere o espago vetorial R™ com o produto interno usual, vq,...,vm € R" ¢ G a
matriz g;; = (v, vj). Mostre que det(G) > 0 e estabelega uma condigio necesséria e suficiente
para que a igualdade ocorra.

9. (20pts) Suponha que T, S : V — V sejam operadores lineares sobre um espago vetorial real
V de dimenséo finita satisfazendo T'S = ST. Se p(z) é um fator irredutivel do polinémio
caracteristico de T, mostre que o espago V, = {v € V : (p(T"))*(v) = 0 para algum k > 0} ¢
um subespago S-invariante néo trivial.



