Examé de Qualificagao: Topologia
18/12/2006

Cada item vale 1 ponto,

1. 1) Sejam X, ¥ espagds topologicos e f : X — Y sobrejetora e fechada,
Suponha que ¥ é conexo e que f~1{y) é conexo para todo y € Y. Provar
que X & conexo.

2) Seja X um espago topologico conexo, f,g: X — [0, 1] funges continuas
e [ sobrejetora. Provar que existe £ € X tal que f(z) = g(z).

2. 1) Seja X um conjunto ndo enumeravel e p € X. A topologia de Fort com
respeito a p é dada por:

T={UCcX:X-Uéfintooupe X -U}.

Provar que (X, T) ¢ Hausdorff & nfo é metrizavel,
2} Sejam los subespagos de R com a topologia induzida:

X =[0,1)u{2}u(3,4)U{5}U(6,T)U{8}U...

Y =[0,1]U {2} U(3,4) U {5} U (6, 7)U{B}U..
Provar que X e ¥ ndo sio homeomorfos e que existern bijegdes continuas
de XemVY edel em X.
3. 1) Prove que todo espago compacto, Hausdorff & normal.

2) Sgja (X, d) um espago metrico compacto. Provar que se 4 & uma
cobertura por abertos de X, existe um A > 0 tal que todo A € X com
diam({A) = A esta contido em algim elemento de L.

4. 1) Prove que B? nio é homeomorfo a B™ para n # 2.
2) Prove gque o circulo 5! ndo é um retrato do disco unitario fechadao.

5. 1) Sejap: (E.e) — (X, 2) uma aplicagio de recobrimento, ¥ um espago
conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos, f @ (V.w) —

(X, o) continua. Prove que existe F': (Y, ) — (F, eg) continua tal que
peF = f se e somente se

fu(ma(¥.20)) € pomi(E, o)

2) Seja ¥ um espago conexo por caminhos, localmente conexo por camin-
hos tal que m(¥) & finito. Prove que toda aplicagio continua f: ¥ — g1
& homotopica a uma aplicagio constante.



Exame de Qualificacdo ao Mestrado
Algebra Linear, 10 de julho de 2006

A resolucao completa de cada exercicio vale 2 (dois) pontos.

1. A transformagao linear T': C* — C* atua sobre os vetores e,, €3, €3, £4 da base candnica
de C' como segue:

T(e;) =e; + 2es + ey, T(eq) = 2e; — £3 + €4,
T(es) = —de; +4des + e3 — 2e4, T(ey) = de; — 8ey — 2es + 3ey.

a) Encontrar a matriz A de T na base canénica de C*.
b) Encontrar a forma candnica de Jordan J de A.
¢) Encontrar uma base de C* onde a matriz de T é ignal a J.

2. Seja f = z¥+ 13 + 22 + 4,79 + 42, 73 + 47,73 uma forma quadritica em R®. Encontrar
uma transformacao ortogonal das varidveis que leva f a eixos principais.

3. Sejam u;, ug, ..., ug vetores nao nulos no espaco euclidiano R™ tais que o angulo
entre quaisquer u; e uj, ¢ # j, é igual a ¢, 90° < 8 < 180°. Mostrar que k < n + 1.

4. Responder falsa ou verdadeira a cada uma das afirmacoes abaixo. Justificar as suas
respostas. (Resposta sem a devida justificativa nio sera considerada.)

a) Se A é uma matriz n x n cujas entradas sdo nimeros inteiros e cujo determinante é
igual a 1, entdo A é invertivel e A™! também tem todas as suas entradas niimeros inteiros,

b) Seja A € M,(C) tal que A* = I para algum k e |trago (A)| = n entdo A = I. (Aqui [
¢ a matriz identidade n x n.)

¢) Se T} e T; sdao dois operadores normais em C® entdo T + To também o é.

d} Existern matrizes A, B € M, (C) tais que AB — BA = I.

e) Seja f:R? x R? — R uma funcio bilinear e alternada. Entdo existe a € R tal que
fl{z1, z2), (41, 42)) = a(z1y2 — way1), para quaisquer u = (21, 22), v = (41, y2) € R

5. Seja S um conjunto ndo vazio de operadores auto-adjuntos em R™ tais que T)T5 € S
para todos Ty, To € 5. Mostrar que existe uma base ortonormal de R que consiste de
auntovetores de todo T € 5.

Boa prova!



Exame de qualificagao ao mestrado em matematica
Algebra Linear, 13/12/2006

1. (2,5 pt) Seja V = C* com a hase candnica e;, €a, €3, €4 & seja T2V — V com
Tle1) = dey +4ea, Tlex) = —de; —des, Tlea) = —2ep+deg + 2ey, Tleq) = 2e1 + dez — 23,

a} Mostrar que existe wm tnico operdor linear 0V — V' que atua nos vetores da base candnica na
maneira descrita acima, e escrever a matriz de T.

b} Encontrar uma base de Jordan para 1" e a matriz de 7' nessa base.

2. (2 pt) Seja A € M,(C) uma matriz de posto 1 e sejan > 1.

a) Mostrar que A% = pA para algum niimero complexo p.

b) Mostrar que se p = —1 entéo a matriz I, + A ndo é invertivel.

¢} Mostrar que se p # —1 entdo [, + A & invertivel e encontrar a sua inversa. {Dica: Procure essa inversa

da forma I, + g4.)

3. (1 pt) Sejam V um espacgo vetorial sobre C, dimV = n, e sejam f, g € V*, o espago dual de V.
Mostrar que se ker f = kerg entao f e g séo linearmente dependentes em V*. (Aqui ker f € o nicleo da

transformagao f.)

4. (2 pt) Seja f = —x° — 4y° — 42° — dxy — 4z2 — Byz uma forma quadritica nas varidveis z, y e z sobre
E. Encontrar uma transformacao ortogonal das varidveis o, y, z, que reduz f em forma candnica (eixos
principais).

5. (2,5 pt) a) Definir produto interno hermitiane no espago vetorial V' sobre C. Definir isometria em V.

b) Seja V¥ = L™ com o produto interno usual (u, v} € sejam vy, ..., v € w1, ..., Wi dois sistemas de
vetores em V. Se T é isometria de V" tal que T(w) = wy, i =1, ..., k, mostrar que (v;, v;) = (wy, w;) para
todos ¢ e 7.

c) Nas notacoes de (b), mostrar que se (v, v;) = (w;, w;) para todos i e j, entdo existe uma isometria T
de V tal que T'{v;) = w; para todo i.

6. (1 pt) Seja E = E(V) a dlgebra exterior do espago V sobre R, dim V = 2006, e sejam fi, fa, f3 € E.
Mostrar que (fiAfa— oA fi)A(Linfa—fanfi)=0em E.

Boa Proval



TOPOLOGIA
EXAME DE QUALIFICACAO
JULHO 2006

1) Seja {X; : i € T} uma familia de espagos topoldgicos. Sejam A; C X; para cada
i € [. Provar as seguintes afirmacoes:

a) (1 pt.) (Iierdi) = ier Ai.

b) (1 pt.) (IierAi)® C MigrAf.
¢) (1 pt.) Mostre um exemplo onde (I;erA;)° # Migr AL,

2) (2 pt.) Sejam X um espago compacto ¢ Y um espago Hausdorffe f: X — Y

continua e sobrejetora. Mostre que [ & aberta.
3) a) (1 pt.) Prove que o grupo fundamental =;(RP?) ¢ finito.

b) (1 pt.) Seja p: F — B uma aplicacio de recobrimento e f : f{ — B. Sob
quais condigbes existe um levantamento de f 7. Isto €, uma fungao f : X — E tal
que f=po f.

¢} (1 pt.) Prove que toda aplicagio continua de Bl em S' é homotopica a uma

aplicagio constante.

4) (2 pt.) Sejam A C B* fechado e f : A —+ R" continua (k,n > 1). Provar que
existe uma extensio continua de f a todo R*.



IMECC-UNICAMP-DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
EXAME DE QUALIFICACAO DE MESTRADO

ANALISE NO RV

DATA: 12/07 /2006

(1) A fungdo f : R? — R definida por f(z,y) = ?%5 se (z,y) # (0,0) e £{0,0) = 0 é diferencidvel no
ponto (0,0)7

(2) Seja M(nxn) = B™ o espago das matrizes n x n com elementos reais. Mostre que o miximo da funcio
f:R™ — R definida por f(z) = det(x) restrita i esfera E?J.“ L #3; = n é atingido numa matriz ortogonal

e vale 1,

(3) Mostre que toda submersio f : I/ — B™ de classe C' definida num aberto U/ C B* (k > n) é uma
aplicacio aberta, isto €, se A C I/ € aberto, entiio f{A) C R™ € aberto.

(4) Seja f : A — R uma funcio continua no bloeo 4 C B™. Mostre que o grafico de f tem medida nula em
R

(5) (A) Calcule a integral de superficie [, z%do, onde § é a esfera unitdria em R®.

(B) Encontre uma curva fechada e sem auto-intersegdes ' de classe € em B? de maneira que a integral
fo(¥? = y)dz — 2x°dy seja méxima.

(6) (A) Seja M uma superficie com bhordo, orientada e de dimensio m + 1. Seja w uma forma de classe
e de grau m, com suporte compacto disjunto do bordo M. Mostre que [, dw = 0.

(B) Disserte sobre o Teoremas de Green, Gauss e Stokes.



TOPOLOGIA
EXAME DE QUALIFICAGAO
JULHO 2006

1) Seja {X; : i € I} uma familia de espagos topoldgicos. Sejam A; C X; para cada
i € . Provar as seguintes afirmagoes:

a) (1 pt.) (MigsAi) = Wigr Ar.

b) (1 pt.) (MigrAi)® C MigrAf.
¢) (1 pt.) Mostre um exemplo onde (IligrA;)® # Migr AS.

2) (2 pt.) Sejam X um espago compacto ¢ ¥ um espaco Hausdorffe f : X - ¥
continua e sobrejetora. Mostre que f é aberta.

3) a) (1 pt.) Prove que o grupo fundamental 7, (RPF?) ¢é finito.

b) (1 pt.) Seja p: F —+ B uma aplicagao de recobrimento e f : X — B. Sob
quais condigoes existe um levantamento de f 7. Isto €, uma fungio f:X = Etal
que f=po f.

¢) (1 pt.) Prove que toda aplicagio continua de BP? em 5! é homotopica a uma
aplicagio constante.

4) (2 pt.) Sejam A C R* fechado e f : A — R™ continua (k,n > 1). Provar que
existe uma extensio continua de f a todo R*,



IMECC-UNICAMP-DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
EXAME DE QUALIFICACAO DE MESTRADO

ANALISE NO RV

DATA: 15/12/2006

(1) Se f : R* — R é uma funcao tal que |f(z)| < |z|?, mostre que f é diferencidvel em
x=0.

(2) Seja 2 C R? um conjunto aberto e suponha que a bola unitaria B, (0) estd contida em
Q). Seja b : 2 — B2 uma aplicacio de classe C™ definida por h(z) = (f(2),9(2)) tal que
f(2)? + g(2)? = 1 para todo z € §.

(A) Mostre que f.g, — fyg. = 0 para todo z = (z,y) € L
(B) Seja S* o bordo de By(0), calcule [, fdg — gdf.

(C) Mostre que nio existe uma aplicacio h nas condigbes acima tal que h | g seja a aplicagao
identidade.

(3) Seja © C B™ um conjunto aberto limitado. Se f : 2 — R" é uma funcao de classe
" com determinante jacobiano nao-nulo em todo ponto de {2, mostre que existem ¢ > O e
d > 0 tais que |f(z) — f(y)| = clz —y|se |z —y| <dexz,y el

(4)

(A) Seja w uma 1-forma diferencial definida em um aberto £ C R* tal que dw = 0. Seja
M uma regido limitada de €2, cujo bordo dM é uma curva . Mostre que faM w=1{.

(B) Considere w = 19;"{%@ Mostre que dw = 0, mas [ w = 2m, onde C é o circulo
2% 4 y? = 1, bordo da regido limitada Q = {(z,y) € R? : 2® + y* < 1}. Isso contradiz o
resultado do item (A)?

(5) Seja H o hiperplano de R™*! definido pela equagdo < b,z >= ¢. Use o método
dos multiplicadores de Lagrange para mostrar que o ponto de H mais proximo do ponto
acR*"* éx=a+ “‘—E_Tsﬁb.



