AL Sejam X, -+, Xp1 e Yi.---, Y,u amostras aleatdria independentes de X' ~ exp(#) e
Y ~ exp()), respectivamente e seja A = 6/ A,

[5] a. Determine um intervalo de confianca para A = #/A com coeficiente de confianga
e ] i

[5] b. Para A = ¢, determine um ENVUMYV para #.

[7] ¢. Obtenha o teste da razio de verpssimilhanga exata para testar
Hy:A=1 va Hj:4#1

Sugestdo: a hipdtese acima é equivalente Hy : 60 =X vs Hy: 0 # A

[8] d. Suponha que A = dy, com dy conhecido. Use o o teorema de Basu, para calcular o
valor esperado de
jo1 Vi

=1

‘&E?_il Xi+ :il }j:.l

ATL Seja X, --, X, uma amostra aleatdria de X, com distribuicao f(-Je, ) definida
para a > 0, 3 > 0 como segue,
af*z®! se D<x< ]
flzla, ) = { 0 caso contrario

[5] a) Determine a estatistica suficiente para (a, 7). Fundamente sua resposta.

[6] b) Determine o EMV para as parametros a e 7. ( Nao precisa discutir rigorosamente
que EMV é um ponto de maximo)

[7] ¢) Suponha que a distribuigdo a priori de 3 é U[0,1]. Determine a distribuicio a
posteriori de 3.

[7] d ) Para 4 = 1, obtenha um teste UMP para testar testar as hipoteses Hy : a = ap vs
H| POy < .



ATII Para uma amostra de tamanho 1 da v. a X que tem densidade dada por f(-|n, )
com parametros 4 = 0 5 > 0, onde
.j &€ s i
flzln, 3) = il exp(— {a/n}" Mo c0)(). (1)

Sabemos que se I(r) := [" e """ 1dt, entao E(X") :==n'T'(1+ §).

[4] a) Sabendo que 4 é o verdadeiro valor de 3 determine um ENVUMV para 5.
Calcule nesse caso a variancia do estimador proposto.

[6] b) Determine o teste MP(«) para testar Hy : 7 = 1o vs Hy : = 1, onde 1 = 2ng.
Assumindo que F = J no enunciado geral. Apresente a regiao de rejeicao do teste.
Determine o valor da fungao poder na alternativa, caleule P({I[). Verifique se o teste
construido é viciado.

[7] ¢) Assuma para a quantidade 7 uma priori IG(1, by) (distribuigio Inversa de Gama de
hiperparametros a = 1 e b = by) e 3 = 1. Moste que yr ~ IG(2, z + by) e determine o
estimador de Bayes para a quantidade 5, assumindo uma funcao de perda quadratica.

[8] d) Assumindo uma fungio de perda “0 — K", onde ¢y = ﬁ-‘ﬁ'ﬁ > 27!, determine o
teste Bayesiano para Hy :n < my vs Hy 1 7 = ng. Apresente a regiao de rejeicao do teste,
de tal forma que esta possa ser colocada como alguma das opgoes seguintes:

i) C={z:2€ (e1,0)}
i) C={z:z<e}
iy C'={z:z>e}

onde ¢, ez 320 valores constantes.

Dica; 1G(a, b): f(z|a,b) = %x'[”” exp(=b/z g 0c)(T), .



BI. Seja X,,---, X, uma amostra aleatdria de tamanho n da distribuigao uniforme
Ula—d,a+3),comacRe 3>0.

[6] a) Para o = 0, obtenha 0 ENVUMYV para /3.

[6] b) Para ;7 conhecido, obtenha o estimador de médxima verossimilhanca para a e mostre
que T(Xy,---, Xy} = (X), X(n)) é uma estatistica suficiente para a.

[6] ¢) Para 3 = 1/2, mostre que (X, X(n) nio é completa para a. Observe que
E[X{j]} = (n+ ]]_1 e E[J{{ﬂ]} =n/(n+1).

[7] d) Se e = 3, determine um teste UMP para testar Hy : = Jy contra Hy : 3 > .
BII. Considere o modelo estatistico representado por F(y,...,yn | 3). onde E5(Y;) = i
e Varg(Y;) =0, i=1,...,n.

[12] a) Se Y; ~ N(3z;,0%),i = 1,...,n independentes, com iy, ..., r, conhecidos.
i) Determine a estatistica de Escore ()5 para testar as hipoteses Hy : 3= Jyvs H, : 3 # 3.

ii) Se ¢* é conhecido e 3 ~ N(0,1) , determine o estimador de Bayes considerando a
perda quadratica.

[13] b) Se Y; ~ Poisson(,dx;), i = 1,...,n independentes.
i) Determine o LIDCR para um estimador nio viciado de #°.

ii) Considerando n grande, testar as hipoteses Hy : 3 = 4y contra Hy : 3 £ 4.



BIII. Seja X, -+, X, uma amostra aleatéria de X|0 ~ F(.|¢), com¥ € © C R

[5] a) Seja D = {4 : § qualquer procedimento de decisdo} . Defina os seguintes conceitos
associados aos procedimentos minimax: risco de decisio, procedimento minimax, risco
Bayesiano de decisdao, 4™ : procedimento de Bayes para .

[6] b) Suponha que X|# ~ Bernoulli(#) e uma priori U/(0,1) para a quantidade 6.

Determine o procedimento de Bayes considerando a fungao de perda I(8, d) = E,‘:]—'f}:]-_

Dica: Se a funcao Jeta é definida por
detala,b) = fﬂl u® {1 — u)? 'du, entdo Jeta(a,b) =
e S T B 0

['{a)T'(B)
Tlat+h) 7

[8] ¢) Suponha que §* ¢ um procedimento tal que sup, F(#, 8*) = r < oc. Mostre que se ex-
iste uma priori 7* tal que 4* é procedimento de Bayes para «* e 7 {6 : R(#,6*) =r} =1,
entdao 0% é minimax.

[6] d) Assuma as condicdes do item b). Demonstre que o procedimento de Bayes achado
nesse item resulta minimax.



OUTRAS QUESTOES
AV. Seja Xy, -+, X, uma amostra aleatéria de tamanho n de X, cuja distribuigao é dada

por
Ea I—{Lt+le—J'jf.t se r>0

flalo,8) = § I .

2 { 0 se <0

[0] a) Demonstre que esta familia corresponde a uma familia exponencial k—paramétrica,
apresente a forma candnica e descreva o espago natural canonico desta forma.

[0] b) Especifique a forma da estatistica suficiente T'(X) para (o, 3) (pode justificar por
qué existe T suficiente?). Apresente a forma da fungao geradora de momentos para T'(X)
e determine E(T{X)).

[0] ¢) Deduzir a forma da estatistica suficiente T* baseada na amostra X;,---, X, e em
.1'1

Dica: Resolver a) e b) usando uma amostra X. A seqiiéncia de n amostras somente
deve ser considerada no item c).

AII Seja X, --, X, uma amostra aleatéria de tamanho nde X, cuja distribuigao ¢ dada
por

2
fx(zla, 3) = wml}mm(r], 0<a<i,

[05] a. Encontre uma estatistica suficiente e minimal.,

[07] b. Para o = 0, mostre que 3 = (21) X,y é um estimador nao viciado uniformemente
de minima variancia de .

[06] ¢. O estimador 3 dado em b) é consistente? Justifique.

[07] d. Para o = 0, proponha um intervalo de confianca para 3 com boas propriedades.
Justifigue sua resposta



1. (20 pontos) Sejam [f,Us,... uma sequéncia de v.a.’s iid. U(0,1).
Para x € [0,1] defina

N(z) = min{n : i U; >z}

m(z) = E[N(zx)].
Mostre que
i) =t

Sugestio: Condicione em Uj.

2. (20 pontos) Considere que X e Y sdo v.a.’s i.i.d. U(0, L).

(a) Considere que X e Y sdo v.a.’s Li.d. U(0, L). Ache a distribuicao
condicional de X dado que X <V.

(b) Dois pontos siio selecionados ao acaso em uma reta de compri-
mento L de tal forma que X e Y se encontram em metades dis-
tintas da reta, isto &

s | s

0 X 1/2 ¥ L

Qual a probabilidade de que os 3 segmentos de linha, de 0 a X,
de X aY ede Y a L formem um tridngulo (isto é, se o compri-
mento de cada um deles é menor que a soma dos comprimentos
dos outros.)

3. (20 pontos) Seja X = (X, Xp) distribuida uniformemente no circulo
unitdrio {(z,y);2%® + y* < 1} e seja Z independente de X e com a
mesma distribuicao. Ache a distribuicio de X + Z.

4. (20 pontos)

(a) Seja Xy, Xa,... varidveis aleatdrias independentes tais que Xy ~
Poisson(27%). Mostre que vale o Teorema Central do Limite.



(b) Sejam Xy, Xs,... varidveis aleatérias independentes tais que

G v

FiXy=1} = PlXp=-=l= >

P{Xﬁ; i 2&:} = P(-Xk = —Zk} = —:-E—j;-!-—]

Prove que vale a condicdo de Lindeberg (sem utilizar a condicio
de Lyapounov).

5. (20 pontos) Sejam Xy, X, ... varidveis aleatdrias independentes com
]P[Xk = ﬂk] = P[Xg- = —-—r.‘Ik] =1- g

comag>0el<p<l.
Se ap = k*, para —00 < @ < 00, para quais valores de o e p a série

> x.
n=1

converge quase certamente para uma varidvel aleatéria?



QI. Seja X;,..., X, a.a. de X ~ N(u,0?)
[| a. Encontre a estatistica escore Qg de Hy : p = pg v8 Hy : pp # pip e mostre
que sob Hy Qs — x} ( em distribuicéo).

[] b. Encontre a estatistica de Wald Qw de Ho : u = g vs Hy : p # po €
mostre que sob Hy Qw — x} ( em distribuicao).

[] e. Considere o? conhecido. Para quaisquer constantes a e b mostre que
o estimador d(z) = aX + b tem fungdo de risco igual a ( considere perda

quadratica)
2

R(p,d) = az% +{b— (1 —a)u}®

[ d. Suponha que X ~ N(u, 1) e g(u) = P(Z < p), onde Z ~ N(0,1).
Considere o estimador T = g(fi), onde fi é o EMV de p. Encontre m(u) e

a?(u) tais que
V(T — m(p)) — N(0,0%(n)).

Use o resultado acima para determinar um intervalo de confianca de para
g(p) com confianga de 95%

Q2.
[| a. Enuncie os teoremas de Rao-Blackwell e de Lehmann-Scheffé

[ b. Faca uma discussao suscinta sobre a diferenga entre os 2 teoremas.
[] c¢. Enuncie o Teorema da desigualdade de Cramer -Rao quando o para-

metro de interesse é 7(#), # € © C R. Faga uma discussido do uso desta
desigualdade para encontrar ENVUMYV.

[|d. Prove um dos trés teoremas.

Q3. Considere o modelo definido por ¥; ~ Poisson(fz;), ¢ = 1,...,n inde-
pendentes.

] a. Determine a estatistica suficiente para 3. A estatistica suficiente é com-
pleta?. Justifique.



[ b. Considerando n grande, testar as hipéteses Hy : 3 = (3 contra H; : § #
Go.

[ ¢. Suponha que lim, ..% = a, com a # 0. Mostre que que o EMV de 3
é um estimador consistente.

[ d. Assuma que § tem uma distribuicdo a priori exponencial de parametro
1. Isto é. 3 ~ exp(1). Determine o estimador de Bayes.

QIV. O modelo Gumbel de parimetros a e J possui f.d.a dada por
F(z) := exp(— Lﬁl}ﬁ}ﬂ—mc:cr{+m para —oo < I < +00.

[10] a. Considere uma amostra aleatéria X;,---, X, proveniente da distri-
bui¢io de Gumbel(a, 3), assumindo que 3 = F3 conhecido.

i. Proponha com base nessa amostra um ENVUMYV para a quantidade
e_%;

ii. Ache uma quantidade pivotal para a que dependa de X{,) e construa
0 100 ¥ % L.C. para e~®, onde X,) = max{X;,---, X,}.

[5] b. Seja X ~ Gumbel(ayp, F), onde ag e F sdo conhecidos. Determine a
decisdo 6tima §* conforme alguma regra de decisio, usando a seguinte fungao

de perda,
] ald—=z) se §<x
i o) = B8t e g EE) onde a e b sdo constantes positivas.

Sugestdo: Utilize como criterio de decisdo 6tima a perda esperada.
[10] e. Prioris-Posterioris:

i. Defina os seguintes conceitos: distribuicdo a priori, priori néo informa-
tiva, priori impropria, priori propria.
ii. Seja X ~ Gumbel(e, F), onde Gy é fixo e conhecido. Assuma para o

1
uma priori m(a) o< exp(—tm%}eﬂgﬂ, onde t; e t3 sdo constantes conhe-
cidas. Determine a posteriori m(c|z) e demonstre que esta apresenta a
mesma forma funcional da priori, para adequadas constantes 1} e £3.

Dica Geral da questdo: Se X ~ Gumbel(a, 3), entdo
E(eX) = eT(1 — t8), V¢ : 1> tB, onde[(u) := f u-lg-agg



. Sejamn Xy, ..., X, vaads independentes com distribuicao comum [,"[[}1 1]-_

Seja W, = min{ X;,..., Xol e M, =max{X;,..., X}
{a) Ache a distribuicAo conjunta de (W, M,,).

(b) Ache a distribnicao condicional de W, dado M, = u.
(c) Ache a E[W,|M,).

Sejam Xy, Xp,... vaa's iid. com distribuigio comum UU(0,1). Seja
M, = max{X;,...,X.,}. Mostre que

il =My X
onde X ~ exp(1).
Seja (€, A, P) um espago de probabilidade. Prove que para quaisquer

eventos A e B € A temos |P(A) — P(B)| < P(AAB) where AAB =
(AN B)U (AN Be).

. Seja X uma varidvel aleatoria tomando valores inteiros nao negativos

com fungio geradora de probabilidade h(s) := E[sY] = 377 a,s".
Apds observar X, realizamos X ensaios de Bernoulli com probabilidade
de sucesso p. Denote por ¥ o mimero total de sucessos observados.

(a) Determine a funcao geradora de probabilidade de Y.
(b} Ache a fangao geradora de probahilidade de X dado que ¥ = X

(¢) Suponha que as funcoes geradoras de (a) e (b) coincidem, mostre
que a distribmicio de X ¢ Poisson.

Sejam X5, Xy, ... v.a.’s independentes com X; ~ exp(1/3;). Prove que
vale o TCL sempre que

2
(max;cjzn J;)

Q2
2 i 55

— (), asn — o0



