EXAME DE QUALIFICAQAQ PARA O MESTRADO EM
ESTATISTICA
PROVA DE PROBABILIDADE

07 de janeiro de 2005

(T) A prova € composta de quatro guesties,
(II) A duragie da prove € de { horas.

1) Niao € permitido consulta.
(

(1V) Inicie cada questio em uma nova folha. Escreva de maneira clara e
organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

(V) Tranquilidade e bom trabalho!

1. (a) Sejam X;, Xs,...,X, n varidveis aleatdrias independentes, X; ~
Poisson();). Encontre a distribuigio de 1 | X.

(b) Sejam X, X5, ..., X, n varidveis aleatdrias independentes e identi-
camente distribuidas com "0, X; ~ Poisson()). Encontre a dis-
tribuigao de X,.

(c) Considere uma varidvel aleatdria N ~ Poisson(A). E seja X uma
variavel aleatéria tal que P(X = 0{N=0)=1e P(X = JL'|N =n)
é uma dsitribuigao Binomial(n,p). Mostre que X e N — X sdo
independentes.




2. Sejam as varidveis aleatdrias
X ~ N(ux,0%) e Y ~ N{uy,0%),

independentes. Seja e uma constante, tal que 0 < @ < 1 e seja € uma
varidvel aleatéria, independente de X e de Y, com

Ple=1)=1-Fle=0)=qa.
Defina as varidveis aleatdrias W e Z como
W=aX+(1-a),
a média ponderada entre X e Y e
Z=eX +(1-¢g)Y,
uma mistura de X com Y.

(i) Encontre, a fungdo caracteristica de W.
(ii) Encontre, a fungao caracteristica de Z.
(iii) Encontre E(Z) e Var(Z).

3. (i) Defina os 4 tipos de convergéncia de v.a.

(ii) Convergéncia em L? implica na convergencia quase certa? E na con-
vergéncia em probabilidade? Demonstre ou dé um contra-exemplo.

(iii} Enuncie o Lema de Borel-Cantelli.

(iv) Sejam X, Xs,... v.a. independentes tais que P(X, = 1) = 1/y/n,
P(X, =0) =1-1/y/n. Mostre que X,, — 0 em probabilidade, mas
nao quase certamente,

4. (i) Enuncie o Teorema Central do Limite de Lindeberg.

(ii) Sejam X;, Xa,... v.a. independentes tais que X, tem distribuicao
Uniforme em [0,n], n = 1,2... . Mostre que esta sequéncia satisfaz o
Teorema Central do Limite (quais sao os parametros?).

Dica: pode usar as seguintes identidades

n(n+1) s nn+1)(2n+1)
ZA__ Zk = :




EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM
ESTATISTICA
PROVA DE INFERENCIA

04 de marco de 2005

(I) A prova é composta de quatro questoes.
(I} A duracio da prova € de 4 horas.
(IIT} Nao € permitido consulta.

(IV) Inicie cada questdo em wma nova folha. Escreva de maneira clara e
organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

(V)] Tranguilidade e bom trabalho!

1. a Considere P = {F: # € ©}e D = {4 : § um procedimento de decisio}.
Defina os seguintes conceitos:
a Risco de decisao.
b Procedimento minimax.
¢ Risco bayesiano de decisao.

b Enuncie, demonstre e de uma aplicacio do Teorema da Desigualdde de
Informacao de Fisher.

2. Seja X, Xp,..., X, uma amostra aleatéria simples de uma distribuigao
U6, 82).
(a) Mostre que min{Xy, Xa,... ,X,} e max{X;, Xs,... , Xy} sdo es-
tatisticas suficientes para (#,fa).
(b) Encontre estimadores nao viesados, uniformrmente de variancia minima
para £ e .

(c) Suponha ¢ = 0 e 8 = # > 0. Construa um itervalo de confianga
exato para # com a = 0.05.



3. Seja X uma tinica observacio com densidade

fl;6) = (202 +1 — 0)0)(z),
onde # € [-1,+1].
(i} Com base na observacio X construa um teste de razio de verossim-
ilhanga generalizado para testar Hg : ¢ = 0 versus H, : 6 £ (.

(i) Usando o item anterior, é possivel construir um intervalo de con-
fianca para 87 Justifique!

. Seja X uma varidvel aleatéria com fungao de densidade dada por

I

Fatng) = () ean(( 21 )lma@),

onde F>0en >

(i) Assumindo 3 conhecido, determine um " U MV U E” para 1)°. Calcule
a variancia do estimador proposto.

(ii) Determine o teste mais poderoso a nivel e para testar Hyp : 7 = g
versus H, : 7 = 2mp. Assumindo J conhecido, apresente a regido de
rejeicio do teste e calcule a probabilidade do erro tipo 1L



EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM
ESTATISTICA
PROVA DE PROBABILIDADE

02 de marco de 2005

(I} A prova é composta de quatro questoes.
(11} A duragio da prove € de { horas.
(III) Niao ¢ permitido consulta.

(IV) Inicie cada questdo em uma nova folha. Escreva de maneira clara e
organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

(V) Tranguilidade e bom trabalho!

1. Seja (52, F, P) um espaco de probabilidade. Mostre que:

(a) Se {w} € F, Yw € e P({w}) é constante , entdo £ ¢ finito.
(b Pars A, e Fn=12 ...,

P(liminf A,,) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(limsup A,,).
e—o

o n—oo n—oo

2. Considere o experimento onde n bolas sao distribuidas aleatoriamente em
m urnas, sem restrigoes quanto ao nimero de bolas por urna. Encontre:
(a) O valor esperado do niimero de uranas vazias.

(b) A variancia do ndmero de urnas vazias.
(¢) A probabilidade de exatamente uma urna vazia.

(d) A probabilidade de exatamente s urnas vazias.



3. Seja (02, F, P) um espago de probabilidade e sejam X,Y e Z varidveis
aleatdrias em (€1, F, P).

(a) Seja A uma o-dlgebra contida em F. Dé a definigao de E(X | A).
(b) Dé a definicho de E(X | Y).
(c) Mostre que, se Z = E(X |Y) e E(X?) = E(Z?), entdo X = Z q.c.

4. Sejam X, Xg,... varidveis aleatorias independentes tais que
PX,.=2n)=1/3 e P(X,=—n)=2/3.

Mostre que a sequéncia X, X, ... satisfaz o Teorema Central do Limite,
mas nio satisfaz Lei Forte dos Grandes Numeros.



