DM-IMECC-UNICAMP, EXAME DE QUALIFICACAO DE DOUTORADO
Anidlise Funcional, 08/07/2004

Aluno: RA:

FACA NO MINIMO 04 (QUATRO) QUESTOES.

1. Sejam E um espago de Hilbert separavel sobre K = R ou C,
(en) uma seqiiéncia ortonormal completa em FE, (z,) uma seqiiéncia
em E tal que

Lo 4]
3 llew — @l = 67 < o0

n=]

el : E — F uma aplicagao definida por
Ti= Z{Ite,.}{eﬂ — T}, xz€E.
n=1

a) Prove que T estd bem definida, 7" é linear e continua e ||T|| < 8.
Calcule Te,,.

b) Para cada « € E, expresse (I — T)z como uma série da forma
Lo ]

i s COM O, € K,
2. Sejam E um espaco de Banach reflexivo e B a bola fechada em E de
raio unitario,

a) Usando o Teorema de Alaoglu (i.e. B é compacta na topologia
fraca-+ de E'), demonstre que By é compacta na topologia fraca de E.

b) Dado ¢ € E’, demonstre que existe € F com ||z|| < 1 tal que
le(z)| = [|9]].

3. Sejam E e F espacos de Banach. Seja T : F — F uma aplicacao tal
que o T' € F' para cada i € F".
a) Prove que T é linear;

b) Prove que T é continua.



4. Considere as funcoes de Rademacher:

M(z)= 1, z€[0,1]
I — 1 sexel0,1/2]

2 —1 sex € (1/2,1]

1 sexze(0,1/4]U(1/2,3/4] =[0,1/4] U (2/4,3/4]
-1 sexe (1/4,1/21U(3/4,1] = (1/4,2/4) U (3/4,4/4]

iy
a) Prove que (I',)72, é uma seqiiéncia ortonormal em Ly([0, 1]).
b) Seja ¢y & Hza )ty b =01
1
Prove que T'f = {[ fle)la(z)de);Z, € ¢ para cada f € L,([0,1]) e
S 0
que T : Ly([0,1]) = ¢o é uma aplicagao linear e continua.

Considere o operador T : L*([0,1]) — L?{[0,1]) dado por T'f = g onde
g" = f, g(0) = g(1) = 0. Mostre que o zero ¢ um elemento do espectro
de T.



Exame de Qualificagcao em Homologia. Semestre |, 2004. 12/7/2004
Nome: R.A.
Assinatura;

1. a) Calcule os grupos de homologia e cohomologia com coeficientes inteiros das
variedades EP? x 5% e RP? x §2. (2,0)

b) Calcule os grupos de homotopia mq,m; m2, 73 dos dois espagos no item a). Os
grupos de homotopia mais alta desses espacgos sao iguais? Sao nao triviais? (2,0)

2. Define o espaco quaterniénico projetivo @P° e calcule os seus grupos de homologia
com coeficientes inteiros. O que pode dizer sobre os grupos de homotopia desse espaco?
(2,0)

3. Calcule os seguintes grupos (2,0)

a) Hi(S' x 8;7) b) H\(S' v S,Z) c) Hi(S' ASYZ) d) Ha(S' ASZ) e) H'(S' A S";T)

4. Responder se cada uma das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa com uma
curta justificativa.

a) Existe uma fungéo continua f : CP* — §* x 57 tal que a aplicacdo induzida
fot H(CP}T) — H,(S* x §*;Z) & um isomorfismo paran = 0,...,6. (1,5)
b) O fibrado tangente da esfera 57 é trivial. (0,5)



Exame de qualificagao : iigebra Comutativa
14 / 07 / 2004

Todos aneis nessa prova sde comutatives com 1. Todas respostas devem ser justificadas.

1. a) (1 ponte) Definir médulo noetherianc. Sejam N, and N, dois submodulos de
um modulo M. Mostrar que se M/N; and M/N, sdo noetherianos entao M/{N; M Na) é
noetheriano.

b) (1 ponto) Seja A um anel noetheriano, local com ideal maximal [ e J = (s, J*
Mostrar que [J=Te J =10. )

2. a) (1 ponto) Definir médulo artiniano. Seja 0 —+ M; — M — M; — 0 uma sequencia
exata de modulos. Mostrar que M € artiniano se e somente se M; and M. sao artinianos,

b) (0.5 ponto) Seja ¢ : M — M homomorfismo injetive de médulos. Mostrar que se M
€ artiniano entdo ¢ € isomorfismo.

3. a) (0.5 ponto) Definir ideal primario. Mostrar que [ = {4, 2%, '%) é um ideal primdrio

de Zz,y|.

b) (0.5 ponto) Dar exemplo de ideal I num anel A tal que +/T é um ideal primo mas [
nac & primaric.

c) (1 ponto) Escrever uma decomposigio primdria minimal de (2% zy) em R[z,y]. Essa
decomposicac & unica’

4.a) (0.5 ponto) Dar um exemplo de um anel que tem dimensac de Krull infinita.

b} {0.5 ponto) Seja R um anel artiniano. Calcular a dimensio de Krull de R.

¢) (1 ponto) Achar um subanel B de 4 = Riz,y, z,w]/(z? — y?, 2 — w?) tal que A ¢
extensao integral de B e F ¢€ anel de polinomios. Caleular a dimensao de Krull do anel A.

5. (2.5 pontos) Responda falsa ou verdadeira a cada uma das afirmacgdes abaixo.
Justifique as suas respostas.

a) Sejam M N, K R-médulos tais que M @ N = M @z K. Entac N ~ K.

c) Sejam [ e J ideais num anel R tais que [+ J = R. Entao I" 4+ J™ = R paran,m > 1.

d) Existe anel R tal que R[z] ndo é noetheriano mas E|[z]| é noetheriano.

e) O anel Zggp tem exatamente 3 ideais primos e os tres sio maximais.

f} Seja M um R-médule. Entdo os funtores Homp(M, ), Homg{ ,M), M®g
e localizasao com respeito a um subconjunto de K multiplicativamente fechado sao todos
exatos.

Boa Sorte !
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