Exame de Qualificagao - MM427 - 29/07/2002
Todos os anéis considerados nesta prova sio comutativos com 1 3 0,
1. (3pts)(Dimensio de Krull) Seja A um anel.
a) Defina a dimensio de Krull de A.
b) Qual é a dimensio de Krull de um anel finito? Justifique sua resposta.
¢} D& um exemplo de um anel A com dimensio de Krull infinita.

d) Se A = k[X, Y, Z] ¢ anel de polindmios a 3 varidveis sobre o corpo k e p é o ideal definido por
p=(X,Y). Qual ¢ a dimendo de Krull de A,? Justifique sua resposta.

e) Se A = E[X,Y, Z,W] é anel de polindmios a 4 varidveis sobre o corpo k e I & o ideal definido por
I=(X-Y,2% -W). Qual ¢ a dimensio de Krull do anel B = 47 Justifique sua resposta.

f) Sabe-se que o anel B, do item e), é dominio e que L é o corpo de fragbes de B. Qual é o grau de
transcendéncia de L sobre k7 Justifique sua resposta.

2. (3pts) (Mddulos) Seja A um anel
a) Considere o seguinte diagrama comutative de A-mddulos e A-homomorfismos:

0 — M1 L Ma 3 My - 0
o1l oz | o3 |
h t

0 — Ny —_— N3 — N3 — 0
Suponha que as linhas sio exatas e mostre que: se oy e o3 sao isomorfismos entio o5 também é.
b) Sejam F = A" o A-mddulo livre de posto n = 1 e M um A-mdédulo. Mostre que:
SeM-LF—né sequéncia exata de A-homomerfismos entao existe g : F — M A-homomorfismo
tal que fog=Ip (Ir ¢ a funcio identidade de F).

¢) Sejam S C A um sistema multiplicativo de A, M um A-mddulo finitamente gerado e N um submdédulo
de M. Mostre que:

SIN =8"1M <& existesc S tal que sM C V. Conclua que my, -+ ,my € M gera 57'M se e 56
se existe 5 € 8 tal que sM C Amy + - + Am,..

3.(4pts) Responda falso ou verdadeirc a cada uma das afirmactes abaixo. Justifique suas respostas
(respostas sem justificativas ndo serdo consideradas).

a) O anel £y tem exatamante 2 ideais primos ¢ ambos sfio maximais.
b) Scjam M, N e K A-mddulos com M # 0 (A anel). Se M @4 N = M @4 K entao N = K.

c) Se B/A é uma extensdo de anédis com A4 sendo dominio fatorial e B C K | onde K é o corpo de fragbes
de A, entio B ¢ A-mddulo finitamente gerado se e sdmente se A = B,

d) Seja A = K[X, Y] o anel de polindmios a 2 varidveis sobre o corpo K. O ideal m C A é maximal se e
s6 se existern a, b € K tal que m = (X —a, ¥V — b).

e) Existe M um A-mddulo de comprimento finito igual a 3 com uma sequéncia saturada de A-mddulos
dotipp0C My C M= M

g) Todo ideal primo nfo nulo do anel A = Z[£,] € maximal, onde 3 <neMef, = e’ £ C é a n-ésima
raiz primitiva de 1.

BOA SORTE
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1. Seja I um conjunto néo vazio. Uma familia (;);e; de niimeros reais maiores ou iguais
a zero € dita ser somadvel se existe a real tal que, para cada € > 0, existe J(¢) C [ finito,

de modo que,
Z&'i“ﬂ i ‘#JCI,J(E]C%TM},@'
=

MNeste easo usamos a notacgéo

o= Z a;.
el
(a) Se (a;)ier é somavel, mostre que existe J C I enumeravel, tal que a; = 0, para cada
iEdNJ.
Para fazer isto prove que existem subconjuntos finitos J; € J2 C ... C I, tais que

Za;—r_‘r A —

1Edy

Vn £ M.

Em seguida mostre

€ 0 conjunto procurado.
(b) Para p € [1,+00] e (E, [.]), seja

(I, E) = { (zi)ier;zi € E,i € I ||(z:)iet]lp = (E III-ﬂ”) < oo

iel
Mostre que (I,(1, E), ||.||;) ¢ Banach, se E for Banach.
2. Mostre que a aplicagio identidade de (C([a,b]; K), [|.llz,) em (C([a,b]; K),||.||.. ) tem
grafico fechado e nao € continua.
3. Sejam E um espago normado e S um subespaco vetorial de E. Mostre que = € S se, e
50 se, toda vez que ¢ € E' se anular sobre §, tem-se ¢(z) = 0.
4. Ache um espago de Banach E e uma seqiiéncia (z], Jnen em E' tais que: ||z,,|| = 1 para
todo n natural, (z], Jnen converge a 0 na topologia fraca estrela e toda combinacéo linear
convexa dos zj, s tem norma igual a 1.

5. Um subconjunto B de um espaco normado E é chamado fracamente limitado se, para
cada ¢ € E', o conjunto {¢(z);z € B} ¢ limitado em K. Mostre que, se E for um espago
de Banach e B C E, B é fracamente limitado se, e s6 se, B é limitado.
Sugestﬁ.o Use o teorema de Banach-Steinhaus para as aplicacbes 4(zx) € (E')', onde
Alz)(¢) = ¢(z), paraz € E e ¢ € E'.
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(a) Enuncie, cuidadosamente, a sequéncia de Mayer-Vietoris par a cohomolo-
gia de DE Rham com suporte compacto HJ (M).

(b) Calcule H* (S§™), usando o item (a).

Calcule H? (E"), dando uma idéia de como provar o Lema de Poincaré para a
cohomologia DE Rham com suporte compacto.

Defina um recobrimento bom de M e prove que se M é compacta tal recobri-
mento bom existe e pode ser tomado como sendo finito.

(a) Enuncie o teorema de isomorfismo de Hurewiczs e o teorema dos coefi-
cientes universais para H* (X, G) e defina precisamente Ext.

(b) Caleule m, (5"), ¢ < n, e w3 (52).

Defina a construcio telescopio e mostre que CP* & um espago de Eilenberg-
MacLane K (Z, 2).
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1; 5

(a) Defina a seqiiéncia exata de Mayer-Vietoris para a cohomologia de De
Rham.

(b) Calcule Hp,, (S, R) e m (S"), k < n.
(¢) 8% pode ser difeomorfo a S97

b Y.

(a) Defina o conceito de fibrado vetorial real de dimensio n. E verdadeira
ou falsa a seguinte afirmacio: “Existe um tnico fibrado vetorial trivial
sobre S2. Justifique sua resposta.

(b) Enuncie o Teorema de isomorfismo de Thom e a classe de Thom para um
fibracdo vetorial real, orientado £ = (Rﬂ Gaiuep i B).

B

(a) Enuncie os teoremas dos coeficientes universais, definindo precisamente
Tor e Ext.

(b) Enuncie o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern, definindo precisamente Pf { Fg ).

(¢) Calcule ms (S?%).

4, .

(a) Defina a construgio “telescdpio”.
(b) Calcule H, (CP",Z).
(c) Mostre que CP* & um espaco de Eilenberg-MacLane K (Z,2).
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Classifique as 10 afirmacies abaixo em verdadeiras e falsas. Justifique sua resposta de forma completa.

-

10,

%[v53] é integralmente fechado.

33 nao ¢ um quadrado maodulo 97,

Se R é um dominio, entdo K[X] ¢ um dominio de Dedekind se e somente se £ é um corpo.

Seja § uma extensdo inteira de um anel R (R & subanel de S e todo elemento de S é inteiro sobre K).

Sejam Py C P; dois ideais primos de 5. Se Pin A =N A, entao P, = F;.

Nos itens abaixo temos que F' é um corpo de mimeros e (¢ o anel de inteiros algébricos,
izto &, F' & extensao finita de [ e (0 é o fecho inteiro de & em F.

Separa {z,...,7,} C O temos d = discriminante de(z,, ..., z,) livre de quadrados, entdo {z,..., 2.}
é uma &-base livre de O,

Seja F uma extensio quadrdtica de @ tal que o grupo das unidades de O ¢ infinito. Entao F' C B
Todo ideal nio nulo de ¢ contém um mimero natural diferente de zero.

Se [F': ] = péum nimero primo, entdo £ € o dnico subanel integralmente fechado de F estritamente
contido em . : :

Se os ideais primos de @ sio principais, entio a ordem do grupo de classes de F & 1.

(7 & dominio de ideais principais se e somente se é dominio fatorial.
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Escolha 5 dentre as 6 questdes abaixo. Boa prova!

1.

Enuncie a desigualdade de Doob, compare com a desigualdade de Cheby-
chev. Use a desigualdade de Doob para mostrar que se 5 = sup, <, B,
onde B; ¢ um movimento browniano, entio para todo a > 0 temos:

a*t
?{Sg 2 uf} E &IP-?.

. Defina variagdo quadritica de um processo estocdstico. Mostre que a

variacao quadrdtica do movimento browniano ¢ dado pelo processo deter-
ministico 1.

. Dada uma aplicacio continua f : K = K com K um espago topoldgico

compacto, entio a aplicagio no espaco de medidas dada pela medida in-
duzida f. : M[X) — M(X) é continua. Existe pelo menos uma medida
de probabilidade g que é invariante pela agio de f, i.e. fou = p. Discuta
a relevancia da compacidade nas duas provas.

. Seja (01, F,P) um espago de probabilidade. Dado um espago de Hilbert

separdvel H, mostre que existe uma isometria W : H — L*(0Q1) tal que
W(k) é uma varidvel aleatdria gaussiana. Note que neste caso, W pode
ser visto como um processo estocastico indexado no espago H.

. A partir da questdao anterior, mostre que existe um processo estocdstico

(B¢} que tem incrementos gaussianos (By — B, ) ~ N(0,t —5) parai > se
independentes. Conclua, usande o Critério de Kolmogorov que existe um
processo continuo satisfazendo as condigdes sobre os incrementos acima
(i.e. existe movimento Browniano).

. Defina os principais objetos envolvides na decomposicio em caos de Wie-

ner:

Lz{ﬂ: }-1 [P} = $:‘}=D?£ﬂ;

onde H,, sio os subespagos gerados pelos polindémios de Hermite Hy, apli-
cados em gaussianas. Mostre as principais etapas da demonstragio deste
teorema.
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(1) Seja M uma variedade riemanniana. Suponha que existe um § > 0 tal que
¥ p € M, exp, é definida na bola de raio § em T,M, e é um difeomorfismo
desta bola sobre a imagem.

A (a) Prove que M é completa.

A, (b) Mostre que existem variedades riemannianas completas para as quais nio
existe um & > 0 com a propriedade acima. (Sugestaoc: vocé pode colar
pedagos de cilindros circulares (do R®) de raios convenientes.)

(2) Seja M uma variedade riemanniana difeomorfa a R®. Mostre que M admite
uma métrica completa com curvatura seccional positiva. Mostre que existe
uma métrica com curvatura seccional K > 1. Uma tal métrica pode ser
completa? A A

(3) Seja M uma variedade riemanniana. Determine se as afirmacoes abaixo sao
verdadeiras ou falsas, dando uma breve justificativa ou contra-exemplo:

A (a) Sejam p,g € M e v uma geodésica entre p e g. Se g nao é conjugado a p
ao longo de -, entdo -+ é minimal.

(b) Se ¥ p,g € M existe uma geodésica minimal entre p e g, entdo M é
completa.

A (c) Se M é difeomorfa a RP!, entdo M é nao-orientavel.

(d) Se M é difeomorfa a S?7 x RP*! ndo existem métricas de curvatura
seccional positiva em M.

h\ (¢) Se M é difeomorfa a S*™ x S, nio existem métricas de curvatura
seccional nao-positiva em M.

k (f) Se M é difeomorfa a 5% x 5% existem métricas de curvatura seccional
nag-negativa em JM.



