Exame Qualificacio ao Mestrado - 29/07/02 - MM ‘}13
Nome: RA:

1.(2pts) Seja T : B> —+ B® o operador linear cuja matriz, A, na base candnica ¢ dada por:

0 01
A= 0 1 0
-1 0 2
a) Encontre a forma de Jordan J de T'.

b) Encontre P € GL3(R) tal que P71AP = J.
c) Seja 3 = {v1,v2,v3} base de B?, onde vy, 13 e v3 sdo respectivamente a 12, a 22 e a 3% coluna de P.
Pergunta-se; Qual ¢ a matriz de T na base 57

2. (2pts) Seja T : R* — R® o operador linear tal que o seu polinémio caracteristico é
fr(X) = (X —2)*(X -1)?, o seu polinémio minimal é Pr(X) = (X —=2)3(X -1)? edim(Ker(T -2I)) =2
(Lembre que Ker(T — 2I)=micleo de T - 21).

a) Encontre a forma de Jordan de T.

b) Pergunta-se: Com estes polindmios minimo e caracteristico seria possivel supor
dim(Ker(T — 2I)) = 17. Justifique sua resposta.

3.(2pts) Considere o espago vetorial V = C* ,n > 2, com o produto interno usual (<,>), u,v € Vv
satisfazendo < w,v >= 0, < w,u >=< v,v >= 1 ¢ W o subespaco de V gerado por {u,v}. Defina
T:V—VporT(z)=<z,u>v+<z,v>uparatodoz eV,

a) Mostre que: T é Clinear, Ker(T) =W+, T(u)=veT(v)=u

b) Encontre uma base ortonormal 7 de V tal que a matriz de T na base g seja:

1. 070 = ©
0 -1 0 ... 0
porcl I T T IR

(Sugestao: Olhe para u+veu—w)

c) Mostre que T ¢ Hermitiano e T = T,

4. (4pts) Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmacdes abaixo. Justifique brevemente suas
respostas (respostas sem justificativas ndo serdo consideradas).

a) Seja T : C" — C™ um operador linear C-linear entio Ker(T) & Im(T) = C".

b) Dada uma matriz A € M, (K}, onde K é corpo, entdo A é semelhante a uma matriz triangular superior
de M, (K) se e s6 se o seu polindmio carateristico, f4(X), é da forma fa(X) = (X —a))® -+ (X —a,)*
com a; € K para todo i.

¢) Existe um operador linear T : R* — B tal que seu polinémio caracteristico é
fr(X)= (X2 +1)(X - ‘E]EIL\' — 3)? e seu polindmio minimal é Pr(X) = (X — 2)(X - 3)%.

d) Uma matriz, n x n, N que é nilpotente ¢ ndo nula nunca é semelhante a uma matriz diagonal.

) Seja V' um C-espago vetorial de dimensio finita e com produto interno (Hermitiano). Se T € L(V, V')
é operador normal, entio T é unitdrio se e 56 se todo autovalor de T tem modulo 1.

f) Dados V. W R-espagos vetoriais de dimendo finita. Existe o : V" @g W — L(V, W) E-linear tal
que para todos fe V", we W ev eV tem-se: (f ® w)(v) = flv)w.

BOA SORTE



Topologia 02/08/02

* Eseolha:i) Entre as questoes 1,3 e 4 escolha duas; ii) Entre as questies 2 e
5 escolha wma. As questdes 6,7 e 8 sdo obrigatorias

#*% Tempo para resolugdo: trés horas,

1. Mostre que SO({n) é compacto e conexo.

2.5eja A um subconjunto compacto de um espago métrico X .a)Mostre que
d(A,B) > 0se BC X também for compacto e AN B # ¢.

3.Mostre que toda aplicagdo [ : X — 5™ que nao é sobrejetora é homotépica
a uma constante.

4.Mostre que espagos de Hausdorff compactos sio normais.

5.Um espago topoldgico X € denominado homogéneo se para quaisquer z,y
em X existir um homeomorfimo de X em X que leva r em y. Mostre que grupos
topoldgicos sio espagos homogéneos,

G.a)Particione os espagos topoldgicos abaixo nos subconjuntos dados pelas
classes de equivaléncia da relagdo de homeomorfismo. b) Escolha dois espagos
de um subconjunto para provar que sio homeomorfos e dois de subconjuntos
diferentes para provar gue nao sao,

i)Subconjuntos do plano euclidianc:

QDTYE

P ) P Yy 43

ii) Superficies do espago euclidjano

*«.-i-z—

-4

iii}0 conjunto R* — {(0,0)} no plano euclidiano.

iv)0 espago quociente de [0, 1] xé, 1) ¢ R? dado pela relacio de equivaléncia:

()~ (T,7) = [z=FTey=y oujz=0eT=1lef=1-ylou[z=0
eT=ley=1-y

7) ldentifique quatro espagos topoldgicos dentre os dados no exercicio ante-
rior que tenham o mesmo grupo fundamental ndo trivial. Justifique.

8) Verdadeiro ou Falso? Prove ou dé contra-exemplo:

a) Para A e B subconjuntos de um espago topoldgico X :- Interior(A) U
Interior(B) = Interior(AU B)

b} Para A e B subconjuntos de um espago topoligico X - A e B homeo-
morfos = A e B homeomorfos

¢)0 subconjunto do plano formado pelos pontos do quadrado [0, 1] = [0, 1]
que tem pelo menos uma coordenada racional é conexo.



