Exame de Qualificacdo, Doutorado
MM-427, Algebra Comutativa
30 de julho de 2001

Nesta prova todos os anéis considerados
sao comutativos com identidade.

1) Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmagdes abaixo. Justifique suas
rospostas.
{a) Seja R = E[X,Y, Z] 0 anel de polinomios a 3 varidveis sobre um corpo dado k. Se
I=(XY,XZ,YZ),entéo I = T.
{b) Se M e N sao R-mddulos finitamente gerados e M @g N = 0 entdo M =0 ou N =0,

(c) Se M é R-mddulo finitamente gerado e N € M é submdédulo tal que M = N + JM,
onde J é o radical de Jacobson de R entao M = N,

{(d} Se R é um anel com um nidmero finito de ideais maximais entao a dimensao de Krull
de /7 é finita,

2) Sejam R anel, M R-moddulo e N;, N; submddulos de M. Mostre que:
(a) M/N;n N, é Noetheriano, se M/N, e M/N; sao Noetherianos.
(b) Se N[Nz =0 entao: M/N, e M/N, sdo noetherianocs se e s6 se M ¢ noetheriano.
(c) Se Ni[\Nz =0, M/N, e M/N, sdo noetherianos, entdo N; ¢ N3 sdo noetherianos.
(d} Dé um exemplo de um A-mddulo ndo noetheriano M que contém dois submodulos NV

e Ny tais que M/N, e M /N, sao noethterianos.

3) Calcule a dimensao de Krull do anel R nos seguintes casos:

a) R = Z[v?2, v’ﬁ],

b= bix. ¥ 2] onde k[X,Y,Z] é anel de polindmios a 3 varidveis sobre o
(X:-YvY,Y:_X) ik '

corpo k.
c) (fi,m} ¢é anel local noetheriano com ideal maximal m que satisfaz:

T R
climy (T—E) =2 onde k= —
m m

e ht(rm) = 2 (hi(m) denota a altura de m).

Boa proval



Exame de Quqliﬁcagéo ao Doutorado
MM-427, Algebra Comutativa
14 de dezembro de 2001

Nesta prova todos os anéis considerados
a0 comutativos com identidade.

Questao 1. a) Dar a defini¢do de dimensdo de Krull de um anel A. Dar exemplo de um
anel A cuja dimensao de Krull seja infinita.

b) Qual a dimensao de Krull de um anel artiniano? Justifiquem as suas respostas.

Questao 2. Calcular a dimensio de Krull dos seguintes anéis:

a) k[z1, T, (z1 + 2) '], onde k é um corpo;

b) Q[v'7, 1.

Questao 3. Seja A um anel noetheriano e local com ideal maximal [ e seja J = Mgy k.
Demonstrar que IJ = J. Utilizando-se este fato, mostrar que J = 0.

Questao 4. a) Dar a definigio de um A-médulo noetheriano.

b) Seja 0 — V] — V' — V5 =— () uma seqiiéncia exata de A-mddulos. Mostrar que
V" & noetheriano se e somente se V7 e V5 sdo noetherianos.

Questao 5. a) Dar a definigio de um A-mddulo artiniano.

b) Seja 0 — V; — V' — V2 — 0 uma seqiiéncia exata de A-mddulos. Mostrar que

¢ artiniano se e somente se V) e V5 sdo artinianos.

Questac 6. a) Dar a definicio de produto tensorial de dois A-mddulos V) e V4.

b) Se A é um corpo e dimg V} < oo, dimy V3 < oo, qual a dimensdo dim,(V; @4 V3)7
Justifique a sua resposta.

Questdo 7. a) Dar a definicio de uma seqiiéncia exata de A-mddulos.

b) Seja0 — Vi — V -4 Vo —+ 0 uma seqiiéncia exata de A-médulos. Se Vs é um
A-médulo livre, demonstrar que existe um homomorfismo de A-mddulos §: ¥, — V tal que
(1,8 = i-(:!:vz.

Questao 8. a) Dar a definicdo de decomposi¢do primaria.

b) Seja 0 = I; N ...N I, a decomposigdo primfia minima de 0 em um anel noetheriano
A. Se /T, = P, qual o nil-radical de A em relacdo aos ideais P, P, ..., P.?

Questdao 9. Dar a definicio de um anel noetheriano A. Quais das seguintes afirmagdes
sao verdadeiras? (Justifique as suas respostas!)

a) Se A é noetheriano, entdao A[z] também é.

b) Se A é noetheriano, entao A[[z]] ndo necessariamente é noetheriano.

¢) Se A[z] é noetheriano, entdo A é noetheriano.

Questao 10. Dar exemplo de um anel que nfio é artiniano nem noetheriano. Existe um
anel artiniano que ndo seja noetheriano? (Justifique a sua resposta!)

Questao 11. Enunciar o teorema de Normalizacio de Noether. Utilizando este teorema,
calcular a dimensio de Krull de k[z%, *, zy), onde k é um corpo.

Boa prova!



INTRODUCAO A HOMOLOGIA

EXAME DE QUALIFICACAO, AGOSTO 2001,

. Seja M? uma variedade compacta conexa e sem bordo.

(a) Prove que a caracteristica de Euler Poincaré de M? é nula.

(b} Prove que, se M* é nio-orientdvel, entio tem grupo fundamental infinito.

2. Seja ¢ = {w e C:w" =1} = Z, Considere a acio propriamente descontinua de G sobre

5% = {(21,2) € C? : |52 + |22)* = 1} dada por w(z1,20) = (w21, wz2). Seja L. o espago
quociente,

(a) Mostre que L, & orientéavel.
(b) Caleule me(L,,), k=1,2,3.

(¢} Calcule a homologia a coeficientes inteiros de L.

. Seja ¢ 1 5™ — 5™ uma aplicagio continua de grau k nio nulo. Considere o espaco X obtido

colando-se a S™ um diseo e™*! com funcio de colagem .

(a) Calcule os grupos de homologia (coeficientes inteiros) de X

(b) Construa um espago topoldgico conero cuja homologia 5- dimensional é isomorfa a Fr @ T
e todos os grupos de homologia m-dimensionais sio nulos, m # 0, 5.

Observagoes:

L. Na resolugao de um exercicio, o aluno poderd usar os resultados de outros, mesmo nao
resolvidos.
2. Esta autorizada a consulta de livros e apontamentos pessoais.



1° Exame de Qualificagdo do Programa de Doutorado
Departamento de Matematica - IMECC - UNICAMP
MM 692 - Analise Real II
17 de dezembro de 2001.

. a) Se u for uma medida de Radon no espago mensuravel (X,B) e
f e LYu), f = 0 entio dv = f du também ¢ uma medida de
Radon.

b) Enuncie o teorema da representagio de Riesz para o espago Cg(X).

¢) Usando a isometria do item anterior e a decomposi¢io de Jordan de
medidas mostre que dado uma funcional linear I € Co(X)", existe
uma tnica decomposigio [ = I* — I~ onde I* e [~ sdo funcionais
positives com ||I|| =[] 4+ ||{7]-

. a) Demonstre o lema de Riemann-Lebesgue: a transformada de Fourier
F : LMR") = Cy(R"), além disso é um operador linear continuo.

b) Se f,g € L'(R") entdo [ fg dz = ffg dz. Por que f§ e fg sdo
integraveis? '

¢) Enuncie o teorema da transformada de Fourier inversa no caso £ f =
L'. Conclua que: 1) sob essas hipdteses, alterando os valores da
f em um conjunto de medida zero, ela pode torna-se uma funcao
continua, 2) a transformada de Fourier em L' é injetora.

. Defina medida e dimensao de Hausdorff de um conjunto A C R". Mos-
tre que se A tem dimensio de Hausdorfl p entio A x A C R*™ tem
dimensdo de Hausdorff 2p.

. Se G é o subgrupo de GI*(2,R) dado por:

G:{(E ?),cumzbﬂ,yER},

mostre que ~2dz dy é uma medida de Haar invariante a esquerda
e z~'dz dy é uma medida de Haar invariante a direita. Mostre que
existemn Borelianos que possuem medida de Haar a esquerda finita,
mas medida de Haar a direita infinita.



EXAME de QUALIFICAGAO - DOUTORADO
ANALISE FUNCIONAL I 01/08/2001

. Sejam E um espago de Banach, M < E um subespago proprio de E e
T:M — £ uma aplicagdo linear continua. Prove que existe uma aplicag¢do
linear continua S:E — ¢~ que estende T e tal que |5 |=||T|

Enuncie cuidadosamente os teoremas importantes da Andlise Funcional
utilizados na resolugéo.

. Sejam (H,{ )) um espago de Hilbert, T:H — H um operador linear continuo

de posto finito iguala 1 e seja v €eIm (T )com v=0. Mostre que
existe y em Htalque T(x)={(x,y)v , para todo x em H e que

I 7I=1>11+]

. a) Sejam (H,( )) um espago de Hilbert e T:H — Hum operador linear tal que
(T'x,y)=(x,Ty) paratodo x e y em H. Prove que T ¢ continuo.

b) Considere o seguinte operador linear S:/°— ¢ definido por

X, X
S X s Epinans ) 2 {[},xl,?z,?i,.......} :
i) S verifica a condig¢do: (Sx,y)=(x,Sy) paratodoxeyem £ ?

ii) S € continuo ?

. Seja E um espago normado.

a) Dizemos que uma seqiiéncia ( X , )z € fracamente de Cauchy em E se
(p(xn))nz1 € de Cauchy, para cada ¢ no dual E . Mostre que se
(Xp =1 € fracamente de Cauchy entdo (%, )y=1 € limitadaem E.

b) Dizemos que E é fracamente completo se cada segiiéncia fracamente de
Cauchy em E converge fracamente para algum ponto de E.
Mostre que se o espaco E é reflexivo entdo E € fracamente completo.

. a) Determine se o operador linear definido no exercicio 3.b) € compacto,
justificando.

b)Seja T:E— E éum operador compacto. Se E tem dimensdo infinita
mostre que Oe o (T),isto é, 0 € um valor espectral de T.



EXAME de QUALIFICACAO — DOUTORADO

ANALISE FUNCIONAL 1 17/12/2001
MM -4a 5

. Um subconjunto A de um espago normado E é totalmente limitado se, para

cada £€>0 existem x,x,,....,x

tais que A< UB(x;¢)

Suponha que a bola unitaria fechada de um espago normado E é totalmente
limitada. Prove que E tem dimensdo finita. (sugestdo: use o lema de Riesz) .

2. Seja E um espago normado separdvel de dimensdo infinita.

a) Mostre que existe uma sequéncia (M,);  de subespagos de dimensdo finita

taisque M,cM,,, ,paratodok, e !'-:'::-;IM* denso em E.

b) Usando o Teorema de Hanh-Banach prove que existe uma sequéncia
(@), =E talque @, |=1, paratodok, e limp,(x)=0 para cadax em E.

3. Considere o espago de Banach (£7;| |.) eseja || uma outra normaem £°
tal que (7] [) € completo. Suponha que, para cada j, a aplicagdo

¢,(x)", — x, é continua nanorma | | . Use o Teorema do Grafico Fechado

praprovarque [0 <|fe | eo

4. a) Dado um espago de Hilbert H e uma sequéncia ( x , )y=1 em H, prove que
x,—x nanormade H se, e somente se, x — x na topologia fraca de H

e } —|x].

xlﬂ

b) Se e, =(0,0,.....,1,0,0,.......) mostre que a sequéncia (€, )nz1 < f° converge
L

W
para zero na topologia fraca. e, — 0 na normade ¢ ? Justifique

5. Sejam E um espago de Banach reflexivo e F um espago de Banach tal que,

para toda sequéncia (v, Jhz1em F, se y, 5 0 entdo Yo > 0. Seja
T: E — F uma aplicagio linear continua. Prove que T é compacta.
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Exame de Qualificagdo, Doutorado
MM-444, Algebra ndo Comutativa
30 de julho de 2001

Questao 1. Seja R o subconjunto das matrizes de ordem 2,

Rz{(g ;) |(LEErI:yE@}1

onde & e [ sdo, respectivamente, os inteiros e os racionais.

a) Mostrar que R é um sub-anel do anel das matrizes de ordem 2 sobre (.

b} Mostrar que fi € noetheriano & direita.

c) Mostrar que R nao é noetheriano  esquerda.

Questdo 2. Seja p um niimero primo e seja G um grupo de ordem p®. Se K ¢é um
corpo de caracteristica p, mostrar que o radical de Jacobson J{KG) da dlgebra do grupo G
coincide com o conjunto

Pt
JI:I':G] = {Z ag; | 0; € K, Zﬂ.g = ﬂ}
i=1

onde g1, gz, ..., gy 580 0s elementos do grupo G.

Questdo 3. Seja R um anel, 1 € R. Mostrar que se i é artiniano (& direita) e nao
contém divisores de zero, entdo i é um anel com divisio.

Questao 4. Seja A = Tag 0 anel dos inteiros médulo 36 e seja B = Mz(A) o anel das
matrizes de ordem 2 com entradas de A.

a) Calcular o radical de Jacobson J{A) de A.

b} Calcular o radical de Jacobson J(R) de R.

Questdo 5. Responda falsa ou verdadeira & cada uma das perguntas abaixo. Justifique
as suas respostas.

a) Se R é um anel artiniano, entdo o radical de Jacobson J(R) coincide com o radical de
Baer 3(R) de K.

b) Seja R um anel e seja S um sub-anel de /. Se o radical de Jacobson J (R)de R é
igual a 0, entdo J(S5) = 0.

¢) Seja R é um anel com 1 e semi-primo e seja [ um ideal (bilateral) de R. Se r € R,
entio [r = 0 se e somente se v = 0.

d) Seja A = M,(K) a dlgebra das matrizes de ordem n sobre um corpe K. Existe uma
base o espaco vetorial A (sobre K) que consiste de matrizes nilpotentes.

Boa prova!



