ANALISE NO RV

1) (valor: 1.5) Seja f : RY — R uma funcio diferencidvel e suponha que exista uma

funciio continua g : RN — R tal que
grad f(x) = g(x)x
para todo 2 € R™. Mostre que f é constante em esferas centradas na origem.

2) (valor: 2.0} Considere os espacos R e R™ com normas |.| e ||.||, respectivamente, e
seja

T'I z HN iy R|‘Pf
una transformacio linear.

Mostre que T' ¢ injetiva se e somente se existe uma constante ¢ > 0 tal que
ITz|| = elx|

para todo z € RV,

Se 1sso ocorrer, isto ¢, se T for injetiva, o que se pode dizer das dimensoes N e M7
3) (Valor: 2.5) Considere o espago R com uma norma |.| e seja
B={zeR":|z|<r}, r>0.

Sejam 0 < k < 1 uma constante e f: RY — RY uma funcio de classe C! satisfazendo as
seguintes condigoes :
1) |Df(z)| € k para todo = € RV,
2) 1£(0)] < (1 k).
Mostre que a equagdo f(r) = z tem uma e uma sé solucdo r € B, enunciando os

teoremas utilizados.



4) (valor: 2.0) Seja f : R? - R? definida por
Jiz,y) = (e®cozy, e® sen y).

Mostre que f é localmente invertivel, enunciando o teorema utilizado.

Mostre também que f nao possue inversa definida no espago todo.

5) (valor: 2.0) Considere o espaco R com o produto escalar habitual (z,y). Sejam
T : RY — R™ uma transformacdo linear invertivel e B, a bola centrada na origem e com

raio r > (. Mostre que
f_ e~ T8Iy dy = ]det{T‘lﬂf e~ =% dy.
T(8,) B,

Fazendo r tender para infinito, calcule a integral

f e~ (TvTY) gy,
R.'\"

Lembrete:

f e ds = V.

= D



EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS M

1) Ache duas solugoes do problema

dax
—=yz z(0)=0
o vz z(0)
¢ explique porque o teorema de unicidade nio se aplica nesse caso.
2} Ache a solugao do sistema
i=—a
y=2y+ °

em funcao da condigao inicial (a,b). Em seguida mostre que o conjunto dos pontos (z, i)
do I? tais que 4y = —x? é invariante pelo fluxo.

Sugestiao para resolver o sistema: resolva a primeira, jogue o resultado na segunda e use
a formula da variacio das constantes para equacéio escalar.

3) Utilizando o Teorema de Hartman desenhe o retrato de fase do sistema plano

E=2m+y+ry"'
dy /dr) ,
?%: =z —2y—zy

numa vizinhanca da origem.

4) Considere o sistema:
i = —2y 4+ 4z — z(z® + 49°)

§ =2z + 4y — y(z? + 47).

a) Mostre que (0,0) é o \inico ponto de equilibrio.

Sugestao: multiplique a primeira equacio por z, a segunda por y e some as duas.

b) Mostre que se ¢ for grande, entio nas circunferencias x° + y* = ¢ o campo aponta para
dentro.

Lembrete: 22 + 3 < 22 + 4y? < 4(2” + 7).

¢) Mostre que o sistema acima tem uma solucgio periodica, enunciando o teorema utilizado.
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EXAME DE QUALIFICACAO
JULHO-2.001

(1) Mostre que se f é holomorfa sobre C e I I]irﬂ f(z) = b e C, entdo f ¢é constante.
z|— 4o

(2) Seja f holomorfa num aberto conexo A. Mostre que se Re(f), —Re(f) ou |Re(f)|
atingir o mdximo em algum ponto de A, entao f € constante.

(3) Calcule
_f“’“ dr
o (x*+16)%

4. Se m,n sio mimeros naturais e |a] < 1, ache o nimero de zeros da fungio

F{z}:zm(z+ﬂ_ )n_ﬂ

1—az

na bola B]_I[ﬂ]l

(5) Ache a série de Laurent, ao redor de 0, de

B 1
— z2{z=1)(z-2)

f(z)

em Ay 2(0).



Exame de Qualificacdo, Mestrado
MM-443, Representagao de Grupos
30 de julho de 2001

Questao 1. a) Descrever, a menos de isomorfismo, todos grupos de ordem 8.

b) Descrever, a menos de isomorfismo, todos grupos abelianos de ordem 72.

Questao 2. Seja G um grupo de ordem 255.

a) Mostrar que G possui um subgrupo normal f de ordem 17.

b} Mostrar que o grupo quociente G/ H é ciclico.

¢) Mostrar que & ¢ um grupo ciclico.

Questao 3. a) Mostrar que, a menos de isomorfismo, existe um tinico grupo nao abeliano
de ordem 6,

b} Mostrar que os grupos 53 e Dy sdo isomorfos.

¢) Descrever as representacoes irredutiveis do grupo Dj.

d) Descrever os caracteres das representacoes irredutiveis do grupo Ds.

Questdo 4. Na tabela abaixo constam alguns dados sobre o grupo simétrico Sy.

tipo ciclico || 1] (12)(34) | (12) | (123) | (1234)
conjugados || 1 T * i "
X1 1 1 1 1 1
Yo 1 #* * * #
X3 2 2 * —1 | =
X4 3 ¥ -1 e *
Y * # + # #

Na primeira linha da tabela constam os representantes das classes de conjugagao em Sy. Na
segundda linha sio as cardinalidades de cada classe. Depois, x1, x2, X3, X4 © X5 S0 caracteres
irredutiveis e distintos de S;. (Sao dados alguns dos seus valores respectivos.)

a) Preencher a segunda linha da tabela e mostrar que Sy possui somente 5 caracteres
irredutiveis.

b) Mostrar que o grupo S, possui somente duas representacoes nao equivalentes de di-
mensao 1, e preencher a linha do caracter x».

¢) Preencher a linha do earacter ys.

d) Preencher as ultimas duas linhas da tabela.

Questdo 5. Responda falsa ou verdadeira i cada uma das perguntas abaixo. Justifique
a5 Hlis I'{‘ﬁ[}{}f‘if'r_'l.."i.

a) Existem grupos nao abelianos de ordem 35.

b) Para todo divisor d de 24, existe um subgrupo de S; cuja ordem ¢ igual a d.

¢) O grupo Zyp possui representagoes irredutiveis de dimensao 2 sobre os complexos,

d) Se ¢ é um grupo tal gue g° = ¢ para todo g € G, entao G é abeliano.

Boa prova!



Exame de Qualificacdo do Mestrado
Andlise no "

01,/08/01

1. {a) (0,5) Seja A um aberto de R", e seja f : A — R™. Defina quando f
é diferencidvel num ponto a € A.

(b) (1,5) Seja f : R* — R definida por f(0,0)=0e
Bly|P
e =B« w200,

sendo p € R, p > 0. Determine para que valores de p a fungao [ é diferenciavel
no ponto (0, 0).

2. Seja f : R — R uma funcao de classe O, e seja F : R — R? definida

por
F(z,y) = (z+ f(¥),y + f(z)) paratodo (z,y) € R”.

(a) (1,0) Calcule DF(z,y)(h, k) para todo (z,u), (h, k) € R%.
(b} (1,0) Suponhamos que exista a, 0 < a < 1, tal que |f'(z)| < a para todo
r € R. Prove que existe 8, 0 < 3 < 1, tal que
(DF(z,y)(h, k), (h, k)) = B(h* + k*)  para todo (z,y), (h, k) € R”.

Aqui {.,.) denota o produto escalar em R

3. (a) (1,0) Enuncie o Teorema da Funcio Inversa para funcoes diferencidveis
de virias varidveis.
(b) (1,0) Seja A um aberto de R", e seja [ : A — R" uma funcio injetiva

de classe C! tal que detf'(z) # 0 para todo = € A. Prove que f(A) é aberto
em R™ e que f~! : f{A) — A é diferenciavel.

4. Seja g : R? — R uma funcao de classe C'! tal que Dg(a,b) # 0 para
todo (a,b) € g~ '(0). Seja f: R? — R uma funcao diferenciavel que atinge seu
maximo sobre g~ (0) num ponto (a,b). Prove que existe A € R tal que

Df{a,b) = ADg(a, b).



{a) (0,5) Enuncie o Teorema de Fubini.
(b) (1,5) Seja A um aberto de R?, seja f : A — R, e suponhamos que

as derivadas parciais 3'2'% & %‘i{; existam e sejam continuas em A. Usando o

Teorema de Fubini prove que

8t f
ﬂ{x’ y) = %{m,y} para todo (x,y) € A.

Sugestao: Supondo que

#f G o & Sy }
axay T, Wo ﬁ}rﬁx Lo, Mo

para algum (zg, ) € A, prove que existe um retingulo [a,b] = |e,d] em A
contendo (xp, ) tal que

i f a4
ﬁ{m,y} By —(T,y) > >0

para todo (x,y) € [a,b] x [, d].



Exame de Qualificacio do Mestrado
Andlise no R"

MW - 720

17/12/01

1. Seja T : R" — R™ uma transformacao linear.

{a) Prove que as seguintes condiches sao equivalentes:
(*) ITz|| = ||z|| para todo = € R™.

(**) {Tz, Ty} = {z,y) para todo =,y € R".

(b) Se T verifica as condigdes em (a), prove que a imagem de T' tem dimensao
1.

2. Seja f: R™ x R® — R” uma aplicacio bilinear. Prove que [ & difer-
enciavel em cada ponto (r,y) € R™ x R" e que

Df(x,y)(s,t) = fz.t) + f(s,y)
para todo (s5,t) € R™ = R™.

3. Seja f: R — R uma fun(;.ﬁﬁ tal que
|f(z,9)| < (=* +*)F
para todo (z,y) € R*, onde p > 1/2.
(a) Caleule ££(0,0) e £5(0,0).

(b) Prove que [ é diferencidavel em (0, 0).

4. Seja f: R® — R uma funcio de classe L.
(a) Se f for injetiva, prove que existe um aberto 4 C R? tal que
(*) 5 (z,v) # 0 para todo (z,y) € A

ol

(**) & (z,y) # 0 para todo (z,y) € A.
(b) Usando (a) prove que f néo pode ser injetiva.

Sugestao: Se (*) for verdadeira, aplique o Teorema da Funcao Inversa &
funcao F' : A — R” definida por F(z,y) = (f(z,y),y).



5 Seja f:a,b] % |, d] — R uma funcio continua, com e% continua. Seja

b
F'{y}=f flz,y)dz.
{a) Prove que
LT
Fw) - Fn) = [ [ S vz,
8 g

(b) Prove que

b
F'ly) = f % (z, 1o )dz.



Exame de Qualificagiao do Mestrado
Topologia Geral

03/08/01

X e Y denctam espacos topolégicos.

1. {a) (1,0) Defina espaco topolégico separavel. Se X & separdvel e
f:X — Y écontimia, prove que f(X) é separdvel.

{b) {1.0) Defina espago topoldgico de Lindelof. Prove que cada subespago
fechado de um espago de Lindelf é Lindeldf.

2. (2,0) Seja (A;)ics uma familia de subconjuntos conexos de X. Seja A
um subconjunto conexo de X tal que AN A; # O para cada i € /. Prove
que o conjunto A U (UjeyA;) é conexo. Enuncie de maneira clara os teoremas
utilizados.

1. (a) (0,5) Defina quando f, g € C(X;Y) sdo homotdpicas entre si.
(b) {0,5) Defina espaco topoldgico contratil.

(¢) (1,0) Se X e Y siio espagos contriteis, prove que o espago produto X =Y
& contratil.

4. (a) (0,5) Defina espaco topologico normal.

(b) (1,5) Seja X um espago normal, e sejam A e B dois fechados disjuntos
de X. Aplicando duas vezes a definicao de espago normal, prove a existencia de
dois abertos e Vde X taisque ACU, BCVellin l@ﬂ

5. (a) (0,5) Defina espago topoldgico compacto.

{b) (1,5) Sejam K e L subconjuntos compactos de X e Y, respectivamente,
e seja W um aberto de X x Y tal que K x L C W. Prove que existern um
aberto [ de X e um aberto Vde Y taisque K x LC U=V C W,



Exame de Qualificacao do Mestrado
Topologia Geral
MW - 733 19/12/01

1. Seja X um espaco topolagico de Hausdorff.

{a) (1,0) Dados um compacto K C X e um ponto b € X ' K, prove que
existern dois abertos disjuntos UV C X talsque K C W ebe V.,

(b} (1,0} Dados dois compactos disjuntos K, L € X, prove que existemn dois
abertos disjuntos UV C X taisque K C U e LC V.

2.(a) (0,5) Defina espaco topoldgico normal.

{b) {1,5) Prove que cada espago métrico é normal.

3. Seja ' = {(z,y) e R*: 2? +42 = 1}.
{a) (1,0) Prove que S' e o intervalo [0, 1] ndo sdo homeomorfos entre si.

{b) (1,0) Prove que os intervalos (0, o) e [0, o00) nio sio homeomorfos entre
sl.

4. Seja O, o conjunto de todas as matrizes reais A deﬂn = 1 tals que
AA' = A*A = 1. Consideremnos O,, como um subespaco de R™ .

(a) (0,5) Prove que (detA)? = 1 para cada A € O,,.

(b) {1,5) Prove que O, nao é conexo.

5. Seja X um espaco topoldgico, e sejam a, b, ¢ tres pontos de X.

{a) (0,5) Se f e g sAoc dois caminhos em X entre a e b, defina quando

fg [{[L 1}]

{b) (1,5) Sejam f; e g, dois caminhos em X entre a e b, & sejam fa e gs dois
caminhos em X entre be c. Se fi = g1 [{0,1}] e fa = g2 [{0,1}], prove que
St fa= g +g2 [{0,1}]



Fxame de Qualificacao, Mestrado
MM-719, Algebra Linear
30 de julho de 2001

Questao 1. Seja V' = C! o espaco vetorial de dimensao 4 sobre os complexos, e seja e;,
€9, €, €4 UIna base de V. A transformacao linear T em V' tem a matriz A em relacao i base
dada.

-2 4 0 0
A= B g b
A=l o5t g =1 @
g8 -0 =1

Achar uma base de Jordan para T e a matriz de T em relacio 4 base de Jordan.

Questao 2. Seja [ = f(x,, 19, 73) = 3122 + 1173 + 2223 uma forma quadratica em trés
varidveis. Achar uma transformacio invertivel das varidveis que reduz f a uma somatoria
de quadrados.

Questao 3. Seja V' = C" com o produto escalar usual, e seja ¢ um conjunto de
transformacgoes unitarias em V. Mostrar que se as transformacoes em (¢ comutam dois
a dois, entao existe uma base ortonormal de V' cujos vetores sio autovetores para toda
transformacao de .

Questao 4. Sejam A e B duas matrizes de ordem n sobre os reais, tais que AB = (.

a) Mostrar que p(A) + p(B) < n, onde p(X) é o posto da matriz X.

b) Se o niimero n é impar, pelo menos uma das matrizes A+ A’ e B+ B' nao é invertivel.

Questao 5. Responda falsa ou verdadeira i cada uma das perguntas abaixo. Justifique
as SUAS respostas.

a) Se V' é um espaco vetorial de dimensao 5, a dlgebra exterior E = E(V) de V é de
dimensao 25.

b) Se A € M,(C) é uma matriz de ordem n com entradas complexas e A* = [, entao

( :'} 1 ) pode ser um bloco de Jordan na forma candnica de A. (Aquii € C, i = —1.)
[

s R

¢) Se T é uma transformagao linear em C", entao T possui um subespago invariante de
dimensao n — 1.
d) Sejam A, B, C matrizes de ordem 2, entao

(AB — BA)?C — C(AB — BA)? = 0.

Boa prova!



Exame de Qualificacdo ao Mestrado
MM-719, Algebra Linear
14 de dezembro de 2001

Questio 1. (2 pt) Seja V' = C? o espaco vetorial de dimensio 3 sobre os complexos, e
seja e, €2, €3, uma base de 7. A transformacao linear 7' em V' tem a matriz A com relacao

a base dada,
a 0 0

A= 0 a 0 ],
b 0 a

onde a, b € C e b % 0. Achar uma base de Jordan para T e a matriz de T' em relaciao 4 base

de Jordan.

Questao 2. (2 pt) Seja A uma matriz de ordem n x n sobre os complexos, com forma
canonica de Jordan J.

a) Qual a forma canénica da transposta AT de A7

b) Mostrar que existe uma matriz invertivel X de ordem n x n tal que X "1AX = AT,

Questao 3. (2 pt) Seja V" = R" e seja T uma transformacao linear em V tal que 7% = T.
Mostrar que ela é normal se e somente se kerT L Im 7T,

Questao 4. (1 pt) Dar um exemplo de um espaco vetorial ¥ sobre um corpo infinito &
tal que 1" nao seja isomorfo ao seu espago dual V'*. Justifique a sua resposta.

Questao 5. (4 pt) Responda falsa ou verdadeira 4 cada uma das perguntas abaixo.
Justifique as suas respostas.

a) Existe uma matriz antisimétrica de ordem n x n tal que se X, ¥V € R*, XTAY #£ 0
implica {X, Y} linearmente independentes em R".

b) Se A = (ay;) ¢ uma matriz antisimétrica 4 x 4, entao o Pfafiano Pf(A) é dado pela
formula Pf(A) = ajo034 — 13024 + a140903.

¢) Dois espagos simpléticos da mesma dimensao sao isométricos.

h e O i |
d) Dada a matriz 4 = 0 1 1 1 |, existern matrizes invertiveis B e C' tais que
I- 2 0 2
1 000
BAC=10100
0010

e) Um operador f em lin(C",C") é diagonalizavel com respeito a uma base unitdria se e
somente se f ¢ normal.

f) Seja A uma matriz nilpotente e 17 x 17, com dimker A = 6, dimker A? = 10,
dimker 4* = 13 e dim ker A* = 15. Entdo o polindmio minimo de A pode ser z*.

g) Se f e g sdo duas transformacoes autoadjuntas em R", fg = gf, entdo existe uma
base ortonormal de B" que consiste de autovetores de f e de g.

h) Se f é uma transformacao linear em C", entao ker f & Im f = C".

Boa prova!



