EXAME DE QUALIFICACAO - MESTRADO EM MATEMATICA
ANALISE REAL

DATA: 04/08 /2000

Justifigue suas respostas

.5 I- Mostre que existem subconjuntos de R que nfio sio Lebesgue mensuriveis.

II- Determine se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas, justifique sua re-
sposta:

0.% a) Toda fungéo f : R — [—o00, +00] é Lebesgue mensuravel.

0.5 b)Se f:R — [—o0,+oc] é talque f~1((r,+00]) é um conjunto Lebesgue mensuravel
para cada r € (), entao f é Lebesgue mensuravel.

6.5 c)Sejam X =Ne M = P(N) (partes de N). Defina p(E) = 0se E é finito, e u(F) = +o0
se I/ & infinito. Entao, (X, M, i) é um espaco de medida.

.o d) Seja (X, M, ) um espago de medida. Se f, : X — [—oc,+0oc] é uma seqiiéncia de
funcoes mensuraveis, entao

f{fliminf fn) dp S liminf / fn dp.

X X

LD e) Seja (X, M, u) espago de medida. Se [ : X — [0, +00] é mensuravel e [, fdu < +oc,
entdo p({z € X|f(x) = +oc}) =0, e o conjunto N = {z € X|f(x) > 0} é o- finito.

III- a) Enuncie o Teorema da Convergencia Mondtona.

b) Seja (X, M, i) um espaco de medida. Suponha que f: X — [0, +-oc] é mensuravel e
defina

)&{E]:f f du, para FE € M.
E

Mostre que A é uma medida sobre M e que para g : X — [0, +00] mensuravel temos que
Jx 9dA =[x gf dp

IV- a) Enuncie e demostre o Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue.
5 4 b) Mostre que lim [~ nsen(z/n)e™* de = 1.
=20

V- a) Enuncie o Teorema de Fubini.
b) Seja I = [0,1] x [1,+o0), e defina F(x,y) = e =¥ — 2¢2%¥ ge (x,y) € I. Mostrar
\ 6 que F ¢ L'Y(I,m x m), onde m é a medida de Lebesgue. [ Sugestao: Faga um esbogo da
3 funcéo, (e™% — e™2%)/z ]
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LAAINe QUANNCagao - Grupos e Anéis - 02/08/2000

Dentre as 15 questoes propostas faga 10 de sua preferéncia.

1. Explique porque nio existe um homomorfismo nao trivial de wm grupo de ordem 155 num
grupo de ordem 28,

2. Seja G =< a > um grupo (multiplicativo) ciclico de ordem 12. Determine o conjunto A,
onde A = {a%1 <i < 12,G =< a* >}

3. Sejam G =< a > e ' =< b > dois grupos (multiplicativos) ciclicos finitos com §{G) = m,
HG') = n e nfm. Mostre que:  : & — G’ definido por w(a”) = b é um homomorfismo bem
definido de grupos e que f{K) = 2, onde K é o nicleo de .

4. Sejam (G,.) um gro finito tal que para todo g € G tem-se que g° = ¢
(¢ & o elemento neutro de G). Mostre que G ¢ abeliano e que f(G) = 2" para algum n > 0.

5. Seja (G,.) um gro de ordem 175. Mostre que G é abeliano e diga quantos grupos desta
ordem existern a menos de isomorfismo.

6. Mostre que o gro diedral Dy nio ¢ isomorfo ao grupo dos quatérnios H = {+£1, 44, 45, 4k}

7. Muostre que: se H é subgro do gro de permutagoes 5, e [S, : H] = 2, entao H = A,,.
(Sugestfo: mostre que (i7)H = (I k) H, ¥(ij), (1 k) € 5,.)

8. Sejam (G,.) um gro e H 4G tal que [G : H] = p , com p sendo nm mimero primo. Mostre
quet segeGelL=<g>comge¢ H, entio G = HL,

9. Sejam (G, .} um gro de ordem n = p”.¢° com p e g primos distintos e r, s > 1. Mostre que: Se
a ordem de p em Z] é estritamente maior que r entao o g-subgro de Sylow de (7 é normal (Lembre:
£; € o gro multiplicativo dos inteiros médulo g que sao coprimos com gq).

10.Dados m,n € H, com m > 2. Considere a familia dos grupos abelianos e finitamente gerados
Fimry dada por: Fp oy = {G; §(T(G)) = m e posto(G) = r}. Encontre condicies necessirias e
suficientes sobre m para que quaisquer dois grupos em F,;, 1y sejam isomorfos (lembre que T(G) é
o subgro de torsio de (7).

Mestas tdltimas 5 questdes todos os anéis considerados sio commutativos com identi-
dade,

11. Seja A um anel que satisfaz: % ¢ finito qualquer que seja o ideal ndo nulo T de A. Mostre
que: Todo ideal primo nao nulo de A é maximal.

12. Seja A = K[X.Y, Z| o anel de polindmios a 3 varidveis sobre um corpo K. Mostre que:
Z0 4+ Z2X? - Z°Y? + X? + XY é irredutivel em A.

13. Seja D = Z[i] o anel de Gauss. Tome I = oD, onde o = a+bi com a,b € Zea+b% = 9.5.13.
Determine os possiveis ideais primos jp de D que contém I e diga quais entre eles certamente contém
I

14. Sejam D um dominio e I um ideal ndo nulo de D, Mostre que:
Se I # D e D é principal entio existe apenas um niimero finito de ideais maximais de D que contém
I. Pergunta-se: Tal resultado seria verdadeiro se nas hipoteses trocarmos principal por fatorial.

15. Sejam Q) e R os corpos dos racionais e dos reais. Considere ¢ : (J[X] — B o homomorfismo

de anéis definido por p(f(X)) = f(¥2). Mostre que: Se K = Ker(p) entao K = (X2 - 2).Q(X],
o anel quociente Q{Hﬂ é isomorfo a Q[v2] = {a + bJ2 4+ ¢¥4: a,b,c € Q} e Q2] é corpo.

BOA SORTE
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