\‘r ) . IMECC/Unicamp
ﬁ !4_ \ I Exame de Qualificacao ao Doutorado
aY ﬁiE MM425 - Anélise Funcional I

URICAMP cc 1° de agosto de 2022

RA: Nome:

Instrucgoes:
e Esta prova tem 3h de duragao e vale 10 pontos.

e Vocé deve escolher no maximo 5 questoes dentre as abaixo para fazer. Cada questao vale 2 pontos.

KKk ok ok ok ok ok sk ok ok skok okook ok ok sk sk sk sk koskskoskokook ok sk sk sk sk skoskokokokokoskook sk skosk sk okokokokokk

Q1. Seja X um espago normado real e f um funcional linear em X. Mostre que o hiperplano {z : f(z) = a}
é fechado se, e somente se, f € X* (isto é, f é continuo).

Q2. Mostre as seguintes aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach:

(a) Se Y é um subespaco de um espac¢o normado X, entao
YV =({Ker(f): fe X", Y CKer(f)}.

(b) Denote por B(X,Y") o espago das aplicacoes lineares limitadas entre entre dois espagos normados.
Mostre que se Z(X,Y’) é completo, entdao Y é completo.

Q3. Um espago vetorial X é dito uniformemente convero se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
r+y

< 1 -4, sempre que ||z —y|| > ¢, e ||z]| = ||y|| = 1. Se H é um espago com produto interno

real, mostre que H é uniformemente convexo.
Q4. Mostre que todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Q5. Suponha que H é um espaco de Hilbert. Mostre que:
(a) Se H é separéavel, cada conjunto ortonormal é contével.

(b) Se H contém uma sequéncia ortonormal total M (isto é, span M = H), entdo H é separavel.

Q6. Seja T' um operador linear definido em um espaco de Hilbert H satisfazendo
(T'z,y) = (z,Ty)

para todo x,y € H. Mostre que T" é limitado. (Dica: Usar o principio da limitagao uniforme.)

. Seja Y o subespaco de , 1] consistindo das funcgoes reais em [0, 1| com derivadas continuas. Mostre
Q7. Sejay b de C10,1 istindo das fungo i 0,1 derivad ti Most
que o operador T : Y — X dado por Tx = 2’ é fechado, mas nao ¢é limitado.

Boa proval



MM427 - Exame de Qualificagao— 05/08/2022

Nome: Tarma: RA:
Atencao: Respostas que ndo estejam acompanhadas de argumentos que as justifiquem serao des-
consideradas! Todos os anéis considerandos nesta prova sao comutativos com 1 # 0.

1) Determine se cada uma das afirmacgdes abaixo € verdadeira ou falsa.

(a) (10pt.) Seja A um anel . Se m um ideal maximal de A, entdo m[z]| é um ideal maximal
de Alz].

(b) (10 pt.) A dimensao de Krull de um dominio neotheriano é sempre finita.
(c) (10 pt.) Seja A um anel com unico ideal primo p. Entdao A € neotheriano.

(d) (10 pt.) Sejam A um anele 0 - M — N — T — 0 uma sequencia exata de A-
modulos. Se M e T sao A-médulos finitamente gerados, entdo N € finitamente gerado.

2) (10 pt.) Seja (A, m) um anel artiniano e local tal que m é principal. Mostre que cada ideal
de A ¢ principal.

3) (15 pt.) Seja M um moédulo finitamente gerado sobre um dominio de Dedekind. Mostre M
€ plano se e somente se ¢ livre de tor¢ao.

4) (20 pt.) Seja A um subanel de B tal que B ¢ integral sobre A. Mostre
(a) dim(A) = dim(B).

(b) A € um corpo se e somente se B é um corpo.

5) (15 pt.) Sejam k um corpo e ¢ : A — B um homomorfismo entre k- algebras finitamente
geradas. Se m é um ideal maximal de B, mostre que ¢~ !(m) é um ideal maximal de A.

Boa Prova!
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ﬁ !4_ \ I Exame de Qualificacao ao Doutorado
aVY i”ME MM591 - Analise de Fourier e Distribuicoes
URICAMP cc 1° de agosto de 2022

RA: Nome:

Instrucgoes:

e Esta prova tem 3h de duracao e vale 10 pontos.

e Voceé deve escolher 5 questoes dentre as abaixo para fazer. Cada questao vale 2 pontos.
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Q1.
(a) Mostre que a distribuigao 6 nao pode ser representada por uma fungao localmente integravel.

(b) Econtre a derivada de log || no sentido de distribuigdes.

Q2. Uma distribuicio u é chamada de homogénea de grau X se u o S, = r*u para todo r > 0, onde
Sy(x) = rz. Mostre que § € D'(R") é homogénea de grau —n. Mostre que se u é homogénea de grau
A entdao 0%u é homogeénea de grau A — |af.

Q3. Se u € CY(R) é 2r-periddica, e

mostre que entao
2m 2
/ lu(x)|?dr < / v/ (z)|*dz .
0 0

Q4.
(a) Calcule a transformada de Fourier de z + ¢ onde x,6 € R".

b) Mostre que a sequéncia (7;,) definida seguir converge em S’ para o:
(

n 1/n
To(o) =2 / o(z)de.

1/n
Q5. Calcule a transformada de Fourier de ®(z) = e~ *I*/2 em R”. Dica: Considere o PVI

{ ¢'(t)+1t-9(t) =0

¢(0) =1
Q6.
(a) Mostre que se u € &' ¢ tal que [¢|u(§) € L'(R"), entdao d;ju(x) — 0 quando |z| — oo, para
j=1,...,n. Dica: Usar Riemann-Lebesgue.
(b) Seja f € LY(R™) tal que f é continua em 0 e F(f) > 0. Mostre que F(f) € L*(R™). Dica: Usar
o Lema de Fatou.
Q7.

(a) Seja u € S'(R™). Mostre que f — u* f é uma aplicacdo continua de S(R™) em S(R™).

(b) Enuncie o Teorema de Rellich.

Boa proval



ATENCAO: Nio é permitido destacar as folhas

Exame Qualificacdo - Grupos de Lie.
NOME: RA:

1% Questéo. Seja GG um grupo topoldgico e H um subgrupo. A topologia quociente em G /H é
Hausdorff se, e somente se, H é fechado.

2 Questao. Mostre que a exponencial de matrizes exp : u(n) — U(n) é sobrejetora.

3* Questao. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Mostre que ker f é um
subgrupo de Lie fechado e mostre que sua algebra de Lie € ker df,.

4* Questdo. Seja g uma dlgebra de Lie (sobre R e dim < o0). Denote por Aut(g) o grupo
dos automorfismos de g. Mostre que a dlgebra de Lie de Aut(g) é a algebra das derivacdes de
g. Observagdo: Uma derivagdo é uma aplicagdo linear D : g — g que satisfaz D[X,Y]| =
[DX,Y]+ [X,DY].

5* Questao. Verdadeiro ou Falso ? Justifique as respostas

a) Seja G' um grupo soldvel e simplesmente conexo. Entdo a aplicacdo exponencial € um
difeomorfismo.

b) Para qualquer grupo finito ¥, exite um grupo de Lie G tal que m (G) = ..

¢) Se G é um grupo de Lie conexo tal que 3(g) = {0} entdo Z(G) é finito. (Z(G) é o centro de
G e 3(g) € arespectiva dlgebra de Lie de Z(G)).

d) Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Dados X,Y € g temos exp(X +Y) =
exp(X) exp(Y).

6* Questao. Sejam G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g, e H C G um subgrupo normal e
fechado. Mostre que:

1. aalgebra de Lie de H € um ideal de g.

2. G/H é um grupo de Lie com a estrutura diferencial quociente e sua dlgebra de Lie é isomorfa
a algebra quociente g/b.

3. Mostre que SL(n,R) é um subgrupo de Lie normal de GL(n,R) e que o grupo de Lie
GL(n,R)/SL(n,R) é isomorfo a R*.

Incluir na prova todas as contas feitas nas resolucdes. Respostas ndo acompanhadas de argu-
mentos que as justifiquem ndo serdo consideradas.
Bom Trabalho!



ATENCAO: Nio é permitido destacar as folhas
Exame Qualificacdo - Topologia Algébrica.

NOME: RA:

1% Questao. Seja X um complexo C'W de dimensdo finita e denote por X™ o seu n—ésimo
esqueleto. Provar que H, (X", X" ') é um grupo abeliano livre com base em correspondéncia
um-a-um com o nimero de células.

2% Questdo. Seja X = S* U, ¢® com ¢ : S* — S* de grau 5. Calcule os grupos de homologia de
X

3% Questao. Seja ¢ : S™ — S™ um mapa continuo que ndo é uma equivaléncia homotdpica.
Mostrar que ¢ tem um ponto fixo.

4* Questao. Calcule os grupos de homologia de CP™.

5% Questao. De um exemplo de um espago com a seguinte homologia.

Z se k=0ek=5
Hy(X)=1{ Z* se k=4
0 no outros casos.
6* Questao. Determine se é verdadeiro ou falso. Justifique.
a) Se 7(X) ~ 7 (Y) para todo k entdo X é homeomorfo a Y.
b) m (CP") ~ Z.

¢) Seja 7 : X — X um recobrimento universal e f : RP! — X um mapa. Entdo existe
f:RP! — X quelevantaa f.

d) CP" x CP™ e CP™™ sdo homeomorfos.
Incluir na prova todas as contas feitas nas resolucdes. Respostas ndo acompanhadas de argu-

mentos que as justifiquem nao serdo consideradas.
Bom Trabalho!



ATENCAO: Nio é permitido destacar as folhas
Exame Qualificacdo - Geometria Riemanniana.

NOME: RA:

1 Questao. Mostre que toda variedade homogénea é completa.

2 Questao.Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e X um campo de Killing. Defina o tensor
T(u,v) = g(VuX,v),
e mostre que ele é antisimétrico.

3* Questao. Calcule as geodésicas da esfera.

4* Questdo. Seja ¢ : (M,g) — (M,§) um mergulho isométrico. Mostre que M — M é
totalmente geodésica se, e somente se, as segundas formas fundamentais de M se anulam.

5* Questdo. Resolva a equagdo dos campos de Jacobi para espacos de curvatura constante em
termos de um campo paralelo.

6* Questao. Determine se € verdadeiro ou falso. Justifique.
a) O Toro admite uma métrica com curvatura positiva.
b) Dois pontos da esfera sdo conjugados se, e somente se, sao antipodais.

¢) Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional K satisfazendo 0 <
a < K < bentdo a distancia d entre dois pontos conjugados € maior que %

d) A esfera S® admite uma métrica completa com curvatura seccional negativa.
Incluir na prova todas as contas feitas nas resolucdes. Respostas ndo acompanhadas de argu-

mentos que as justifiquem ndo serdo consideradas.
Bom Trabalho!



