EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM ESTATISTICA

10 de janeiro de 2022

Exercicio 1: Considere uma amostra aleatoria da funcao densidade de probabilidade:

(a) |8 pts.] Dé um estimador de 6 pelo método dos momentos e utilize-o para dar um intervalo
de confianca aproximadamente 100(1 — «)% quando o tamanho da amostra é suficiente-

mente grande.

(b) |5 pts.] Para tamanho de amostra igual a 1, dé um intervalo de confianca 100(1 — a)%

exato para 0.

(c) |5 pts.] Dé o estimador de maxima verossimilhanca quando n = 1 e compare-o com o

estimador de momentos encontrado no item (a) em termos de vicio e erro quadratico médio.

(d) [7 pts.] Dé o valor-p do teste mais poderoso para as hipoteses Hy : 6 = 1 vs H, : 0 = 2,

para um valor observado igual a 0, 10.



Exercicio 2: Sejam X; ~ N(6,1),i=1,---  n, variaveis aleatorias independentes, com 6 € R
desconhecida. Assuma uma distribuigao a priori em 6, 7 (@), proporcional a funcao exp(—10|/2),
ie.,

7(0) o< exp(—10]/2)Z(—00,+00) (0),

em que Z4(-) indica a funcao indicadora do conjunto A.

(a) [15 pts.|
(1) [10 pts.] Determine a distribuigao a posteriori de 0, w(0|zq,- -+ ,x,), em que xq1,- -+ , T,
¢ a sequéncia observada de Xy, -, X,,.

(ii) [5 pts.] Use a forma identificada para a posteriori, no item anterior, para determinar a

regra de decisao bayesiana para o teste.
Hy:0>0 versus H; : 60 <0.
Escolha para formular a regra de decisao uma funcgao de perda e justifique sua escolha.
(b) [10 pts.] Considere o contexto
Hy:0=0 versus H; : 6 # 0. (1)

(i) [5 pts.] Compute o Fator de Bayes (FB).

(ii) [5 pts.] Assuma a perda ag — ag, explique o sentido de a;,7 = 0,1 e apresente a regra de

decisdo bayesiana para testar (1).



Exercicio 3: Um modelo considera que o nimero de acidentes que ocorrem em uma certa
estrada tenha distribuicao de Poisson, com média proporcional a um indice de periculosidade
que depende do dia. No i-ésimo dia, com indice de periculosidade x;, temos que a média de

acidentes é igual a 0z;. Para os dias i = 1, ....,n, foram observados os pares (y;, z;), em que o0s

valores do indice sdo conhecidos.

(a) [6 pts.] Dé um modelo estatistico e a estatistica suficiente e completa. Justifique.

(b) [12 pts.] Encontre o estimador de maxima verossimilhanga de 6 e dé sua distribui¢ao exata
e assintotica.

(c) [7 pts.] Paran =40, > " o, =50, > "  y;=105¢e > "  x;y; = 165, dé o valor-p de um
dos trés testes assintoticos, razao de verossimilhanga, Wald ou do escore (multiplicador de

Lagrange) para testar a hipotese nula de que 6 = 1.



Exercicio 4: Sejam X; ~ f(-;0), i =1,--- ,n variaveis aleatorias independentes. Com 6 > 0

parametro desconhecido. Onde, a densidade f(-;0) é dada a seguir,

£ = Z e (= 25 ) T o), )

em que Z4(-) indica a funcao indicadora do conjunto A.

(a) |5 pts.] Identifique uma estatistica S suficiente, minimal e completa em fungdo da amostra

X1, -+, X,, para o parametro 6. Justifique.

(b) [7 pts.] Calcule (i) a esperanca E(5), (ii) a variancia Var(S) e (iii) a funcdo geradora de

momentos de S, sendo S a estatistica identificada no item anterior.

(c) |5 pts.] Determine o estimador nao viciado e de variancia uniformemente minima ENVVUM

para 0%. Justifique.

(d) [8pts.] Determine o estimador nao viciado e de variancia uniformemente minima ENVVUM

para 62. Justifique.



Exercicio 5: Sejam X; ~ f(-;0), 1 =1,--- ,n, variaveis aleatorias independentes, com 6 > 0
parametro desconhecido. Z,(+) indica a funcdo indicadora do conjunto A.

A densidade f(-;0) ¢ dada pelas equagoes (3) e (4), respectivamente.

(a) [13 pts.|

2(0 — x)

f(z; 9) = TI[O,Q](HJ)- (3)

(1) |5 pts.] Apresente as estimagoes para 6 pelos métodos (i) dos momentos e (ii) de
maxima verossimilhanca. Determine de forma explicita o estimador de 6 pelo método

dos momentos.

(ii) [8 pts.] Considere o estimador de 6 obtido pelo método dos momentos 6*, e compute (i)
a esperanca de 0%, E(6%), (ii) a variancia de 6*, Var(6*) e (iii) determine se 6* pode ser

considerado adequado sob algum critério e considerando (3). Justifique.

(b) [12 pts.|

2

f(x;0) = %xe_zeI[Om) (). (4)

(i) [5 pts.] Apresente o estimador de 6, por méxima verossimilhanga, 0, e verifique se 0 ¢

uma estatistica suficiente para 6.

(ii) |7 pts.] Determine o estimador nao viciado e de variancia uniformemente minima ENV-
VUM para 6. Justifique.



EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM ESTATISTICA

10 de fevereiro de 2022

Exercicio 1: Considere o modelo de regressao
R =1
yz_xi +617 t=1..,n,

em que €;, i = 1,...,n, sdo independentes com distribuigao N(0,0%) e x;, i = 1,...,n, sdo valores

fixos e conhecidos. Defina 8 = (3,02)".

(a) |3 pts.] Dé as equagbes para encontrar o estimador de maxima verossimilhanca de 6.

(b) [8 pts.] Dé a matriz de informagao de Fisher.

(c) |7 pts.] Dé um teste assintotico de tamanho « para testar Hy : =1 vs H, : § # 1. Nao é
necessario simplificar a estatistica de teste.

(d) [7 pts.] Dé um teste assintotico de tamanho « para testar Hy: o0 =1 vs H, : 0 # 1. Nao é
necessario simplificar a estatistica de teste e nem dar a forma analitica do estimador de £,

basta dar a equacao a ser minimizada.



Exercicio 2: Considere a variavel aleatoria X com funcao de densidade
f(@;0) = 0e "I 100y (2), 0> 0. (1)

Assuma uma distribuigao & priori Uniforme no intervalo [0,1] em 0, i.e., 7(0) = Zjo17(¢). Onde

Z4(+) indica a funcdo indicadora do conjunto A.

Considere uma amostra de tamanho n = 1 seguindo a densidade dada pela equagao (1).
(a) [8 pts.] Determine a distribuicao a posteriori de 6, w(6|z1).

(b) [10 pts.] Determine o estimador pontual Bayesiano para 6, 0 sob perda quadratica, [(d,f) =
(d—6)2.

(c) [7 pts.] Determine o estimador pontual Bayesiano para 6, 6 sob perda 0-1, I(d, §) = Zigy(d).



Exercicio 3: (a) [17 pts.] Considere as fungbes de probabilidades dadas na tabela abaixo:

X
0 1 2 3 4
pi(z) [0,1 02 03 03 0,1
pa(z) 0,2 0,3 0,1 0,2 0,2
ps(z) 0,3 0,1 0,1 0,1 04

e defina
p(;0) = p1(x)Z13(0) + pa(2)Zi23(0) + p3(x)Liz(0),
em que Z4(-) indica a funcao indicadora do conjunto A.

(i) |2 pts.] Em uma amostra aleatoria de tamanho 3 de p(x; ) foram observados os valores

0,1 e 3. Dé a estimativa de maxima verossimilhanca de 6.

(ii) [6 pts.] Considere uma amostra aleatoria de tamanho 1 de p(x;0). Para niveis de
significancia diferentes de zero e um, existe algum teste uniformemente mais poderoso
para testar Hy: 0 =1 vs H, : 6 € {2,3}7 Caso existam, apresentem os testes, dando os

seus niveis de significancia e justifique. Caso nao exista, justifique.

(iii) [8 pts.] Dé a regido critica de um teste da razao de verossimilhanca generalizada que
tenha tamanho diferente de zero e um para testar as hipoteses Hy : 0 = 1 vs H, : 0 €

{2,3}. Dé o nivel de significancia do teste e sua fun¢ao poder.

(b) [8 pts.] Considere uma amostra de tamanho 1 da funcao densidade de probabilidade:

0+1
f(z;0) = gori $QI(0,9)({L'), 0 > 0.

Dé um teste uniformemente mais poderoso de nivel de significancia o para testar:
H0:(9<90 VS (9>90,

em que 6y > 0.



Exercicio 4: Sejam X; ~ f(-;0), i =1,--- ,n variaveis aleatorias independentes. Com 6 > 0

parametro desconhecido. Onde, a densidade f(-;0) é dada a seguir,

322

f(@;0) = —=-Tio0(x), (2)
em que Z4(-) indica a funcao indicadora do conjunto A.

(a) [5 pts] Determine o estimador de 6 dado pelo método da méxima verossimilhanca, 6.

Justifique.

(b) [5 pts.] Determine o estimador de 6 dado pelo método dos momentos, 6*. Justifique.

(c) [10 pts.| Calcule os valores esperados E(0), E(6*) e as variancias Var(d), Var(6*), onde 6 e

0* sao os estimadores determinados nos itens anteriores.

(d) [5 pts.] Compare os estimadores 6 e §* determinados nos 2 primeiros itens usando algum

critério de consisténcia. Justifique.



Exercicio 5: Sejam X; i = 1,--- ,n, varidveis aleatorias independentes, e § um parametro

desconhecido e positivo.

(a) |13 pts.| Xi~ f(;6),i=1,--- n, onde a densidade f(-;0) é dada pela equacao (3),

F(a:0) = 55 T (@), (3)

Z4(+) indica a funcao indicadora do conjunto A.

(i) [ pts.| Considere a estatistica de ordem X,y = max{X;,..., X, }. Mostre que X,y é o

estimador de maxima verossimilhanca de 6 e determine a distribuigao exata de X,).

(ii) [8 pts.] Use X(,) como quantidade pivotal para @ e identifique o Intervalo de Confianca,
100(1 — )% para 6 de menor amplitude e exato, sabendo que n = 20, o valor
observado de X,y ¢ 10 e 1 — a = 0.90.

(b) [12 pts.| X; ~ p(;0),i=1,---,n, onde a distribui¢do de probabilidades pontual p(-;0) é
dada pela equagdo (4),

1 0 \*
p(xz;0) = 150 <m> Ti01,2,3,..3 (), (4)

Z4(-) indica a funcao indicadora do conjunto A.

(i) [5 pts.] Compute os estimadores de 6, (i) por maxima verossimilhanca, 6 e (ii) pelo

método dos momentos, 8*. Compare 6 e 6"

(ii) |7 pts.] Determine, se houver, um estimador nao viciado e de variancia uniformemente
minima ENVVUM para 6. Justifique.



