EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM ESTATI{STICA

PROVA DE INFERENCIA

07 de janeiro de 2019

INSTRUCOES

1. A duracao da prova é de 4 horas.

2. Nao é permitido consulta.

3. Inicie cada questao em uma nova folha. Escreva de maneira clara e organizada.

Numere e identifique cada folha utilizada.

4. Escolha 4 das 5 questoes, indicando-as claramente. Responda, mostrando seu argu-

mento de forma clara e concisa. Respostas sem justificativa nao serao consideradas.

5. Tranquilidade e Boa Sorte.



1. Seja X1, ..., X, umaa.a. de X|0 ~ N(0,b0?+ab?), com a e b conhecidos e positivas.

2

(a) [0.8] Suponha que n é grande e 0% conhecido. Encontre um teste para testar

Hy:0=0yvs Hi:0 > 0g;

(b) [0.8] Para n =20 e b =0, obtenha um IC para 6 (positivo) com coeficiente de

confinaca 7;
(c) [0.9] Considere o modelo particular X |0 ~ N(6,1), com § ~ N(0,1). Para uma
amostra de tamanho 1, sabe-se que 6|z ~ N(x/2,1/2). Para fungao de perda

L(0,d) = /(0 — d)>.

Mostre que o estiamdor de Bayes é dado por d™(X) = 2X e compare com EMV
usando o EQM.

2. Sejam Xi,...,X, uma a.a. de uma distribuicao geométrica com funcao de proba-
bilidade
f(.l’w) = (]_ — 6’)“”0]{071727“,}@), 0<6<l1.

Suponha que 6 tenha distribuigao priori Beta(c, [3)
(a) [0.8] Encontre a distribuigao posteriori de § dado X, ..., X,,.

(b) [0.8] Encontre o estimador de Bayes de 6 sob a perda quadratica.

(c) [0.9] Encontre o estimador de Bayes de (1 — 6)/6* sob a perda quadrética.
3. Seja Xq,--+, X, umaa. a. de X ~U(a— ,a+ ) coma € Re [ >0.

(a) [0.8] Obtenha os estimadores obtido pelo método dos momentos de « e [3;
(b) [0.8] Se a = 3 encontre um ENVUMYV de %

(c) [0.9] Para a = /3 e considerando uma amostra de tamanho 1, encontre o esti-

mador de Bayes com respeito a perda L(3,d) = 5(d— 3)? quando 3 ~ U(0, 1).



4. Seja X1,..., X, a.a. de uma N (p,0?)

(a) [0.5] Para p conhecido, encontre um ENVUMYV para 7(0?) = uo?;

(b) [1.0]Qual é o EMV para o terceiro quartil?;

(c) [1.0] Existe ENVUMYV para P(X; > 0) ? Se sim, encontre-o.

Obs.: X, — X ¢ independente de X, e X ¢ independente de S?

5. Considere o modelo de regressao linear definido por
}/; :/J’—i_ﬁxl_‘_eh L= 17"'7”7

onde e; ~ N(0,0?), i=1,...,n sdo independentes, e as variavesi x1, ..., z,, conheci-
das.

(a) [0.5] Para o conhecida, determine as estatistica suficientes;

(b) [1.0] Encontre um ENVUMYV para  quando pu = 2;

(c) [1.0] Para 8 = 0, obtenha a estatistica de Wald, para testar Hy : u = o contra
Hi @ # po. Mostre que converge em distribuicao para uma qui-quadrado sob

Hy.
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Instrucoes:

e A prova é composta de 5 questies.

A duracao da prova € de 4 horas.

e Nao ¢ permitido consulta.

Inicie a resolucao de cada questao em uma nova folha.

Escreva seu nome completo e seu RA em cada folha.

Escreva de maneira clara e organizada.

Justifique suas respostas.

Boa proval!



Questao 1:

Sejam A, B, Ay, As, ... eventos em um espaco de probabilidade. Suponha que A,, T A, ou

seja,

A, C A, paratodon>1 e U A, = A.
n=1

Suponha também que B ¢é independente de A,, para todo n > 1. Prove que A e B sao

independentes.

Questao 2:
Sejam X1, X, ..., X, varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, com
distribuigao uniforme em [0, ], onde 6 > 0. Sejam

U= min X; e V = max X,

1<i<n 1<i<n

(a) Prove que a densidade conjunta de (U, V) é

nn—1)(v—u)" 2

f(u’ U) = o ’

0, caso contrario.

se 0<u<wv<é,

(b) Obtenha a densidade de V — U.

Questao 3:
Seja (X, Y) um ponto escolhido aleatoriamente no quadrado (0,1) x (0,1). A densidade

conjunta de X eY é

oy (1) 1 se O<zr<l e O<y<l,
xy\L,Yy) =
0 caso contrario.

Seja Z = XY. Determine:
(a) A densidade de Z.

(b) E(X | Z=2z2)para0 <z < 1.



Questao 4:

Sejam X3, Xy,... varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas tais

que X; ~ UJ0,1].
(a) Prove que n~%» 50, ou seja, n~X» — 0 em probabilidade.

(b) Prove que n~*" nao converge quase certamente para 0.

Questao 5:

Sejam X7, Xo,... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com

distribui¢ao uniforme em (—0,60), 6 > 0. Para n > 1, definimos

Se=>_X; e Y,=max{Xy,. .. X}
i=1

Mostre que
Sn D
= N(0, %),
\/ﬁYn ( 3)
: Sn o . . o
ou seja, converge em distribuicao para uma variavel aleatéria que possui distri-

N
buigao N (0, 3).

<



