Exame de Qualificacao de Probabilidade
Doutorado em Estatistica
12 de janeiro de 2017

Instrucgoes:

1. A prova é composta de 3 exercicios que devem ser respondidos de forma

clara e completa.
2. A duracao da prova é de 4 horas.
3. Nao é permitido consulta.

4. Inicie cada exercicio em uma folha separada e coloque o seu nome

completo e RA em cada folha.

Exercicio 1: Seja (€2, F, P) um espaco de probabilidade e X uma varidvel
aleatdria real definida sobre Q2 com F|X| < co. Suponha que Dy, ..., D, € F
formam uma particao de Q tal que P(D;) > 0 para todo i € {1,...,n}. Seja
D a sigma &algebra gerada pelos D;, i € {1,...,n}.

1) Descrever os elementos de D.

2) Mostrar que E(X | D) = 3", (ﬁ I, XdP) 1.

1=

Exercicio 2: Seja (X,)n,>2 uma sequéncia de variaveis aleatdrias indepen-

dentes com leis exponenciais com parametros positivos A,. Lembramos que
_ -1

E(X,) =\

1) Mostrar que X,, — 0 em L' se e somente se A\, — +0o0.

2) Mostrar que X,, — 0 em probabilidade se e somente se X,, — 0 em L.
3) Usando o lema de Borel-Cantelli, dar uma condigao necessaria e suficiente
(do tipo “para todo € > 0 a série...”) sobre a sequéncia (\,),>2 para que

(X )n>2 convirja para 0 quase certamente. Dar um exemplo de sequéncia



(An)n>2 para a qual (X,,),>2 converge para 0 quase certamente.
4) Provar que se A, — 400 € sup,s,(A,/Inn) < 400, entao (X,),>2 nao

converge quase certamente.

Exercicio 3: Sejam X e Y duas varidveis aleatérias independentes com lei
normal padrao. Consideramos Z =X +Y eW =X —Y.

1) Usando fungoes caracteristicas, mostrar que Z e W sao independentes
e precisar as suas leis. Lembramos que a funcao caracteristica de uma lei
normal padréo é dada por ¢(t) = e /2, para todo t € R.

2) Deduzir a esperanca condicional e a lei condicional de X dado Z.

3) Calcular E(XY | Z) e E(XYZ | Z).



Exame de Qualificacao — Doutorado em Estatistica
Inferéncia Avancada
12 de Janeiro de 2017

Instrugoes:

1. A prova de Inferéncia Avancada é composta de 3 questoes que devem ser respondidas de

forma clara e completa.
2. Nao é permitido consulta.

3. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em cada
folha.

4. Valores das questoes: 1) 3,3 2) 3,3 3) 3,4.

Questoes

1. Seja X = (Xy,...,X,,) um vetor de variaveis aleatorias independentes tais que X; ~

exp(pe?#), onde 2i,...,z, sdo constantes conhecidas. Isto é, a fdp de X; é dada por

fx, (il p,B) = Meﬁzi e~ (ue” )i Lo.00) (i), 1 > 0,8 € R.

Sejam Y = (Y1,...,Y,) um vetor de variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas, com distribui¢ao exponencial exzp(\), A > 0 tal que é independente de X.

(a) Suponha m grande, e teste as hipoteses H : § = 0 contra K : 8 # 0 ao nivel de
significancia «;
(b) Para 8 = 0, encontre o estimador ndo viciado de variancia uniformemente minima

de A\/p (suponha que n > 2);

(c) Para § = 0 e n = m, obtenha a estatistica de Wald (Qy ) para testar as hipoteses
H:p=X+1contra K :p# A+ 1.
Obs.: Se Y ~ Gama(a, ), a > 0, > 0, entdo fy(y;a, ) = S Y e 1900y (1)

[(a)



2. Sejam Xq,..., X, uma a.a. da distribuicao exponencial com média 6, cuja densidade é

1
f(x]0) = 9 e g o) (w),  6>0.

Para a estimagao de 6 cosidere a fungao perda L(6,0) = (6 — §)?/6?%, e considere como

distribuicao a priori de 6 a distribuicdo Gama Inversa(a, 3), cuja densidade é dada por

504 e—ﬂ/@

77(6|O[,B) = F(Oé) W

](0700)(9),0( > O,B > 0,

e E (i) = O‘(a+1), com os hiperparametros « e 8 conhecidos.

onde E (}) = § B (i) = 510

a
B

(a) Prove que a familia de distribui¢oes Gama Inversa é conjugada a familia de distri-

buicoes de X, e que o estimador de Bayes é dado por

_ Z?:l Xi +ﬁ

5Q’B(X) a+n+1

(b) Para § = 1, mostre que a funcdo de risco e o risco de Bayes do estimador d, ;(X)
(dado no intem anterior) sao respectivamente dadas por

1
R(0,04,1) = GinilPe [1-2(a+1)0+ ((a+ 1)2 +n) 92] e
1
T()\a,1,5a,1) = m,
E:—l ¢ minimax.

P timador 6*(X) =
(c) Prove que o estimador §*(X) S|

3. Seja Xi,..., X, uma amostra aleatoria da distribuicao U[bf, 6], com 6 > 0, e b < 1

conhecido

(a) Para0 < b < 1, e n = 1, detemine o intervalo de credibilidade de mais alta densidade
para 6 quando a distribui¢do a priori é 7(0) = fe ™1y o) (0);
(b) Mostre que para b = —1, U = max(|X1|,...,| X,|) é independente de V' = X(1)/X(») ;

(¢) Utilizando o estimador obtido pelo método dos momentos e supondo n grande, en-

contre um teste assintOtico para testar as hipoteses H : 0 = 0y contra K : 0 # 6.



