IMECC /Unicamp — Programa de Pés-Graduagao em Matemética
Exame de Qualificagdo ao Mestrado (julho de 2019)
Disciplina: MM720 - Anélise no R"

Nome:
ook Faga trés questoes dentre as abaixo, ¥tk
1. Seja
zy|
——— . (z,y) #(0,0),
f@y) =9 Va?+y?
0 , (z,y) =(0,0).

A funcao f é continua? Tem derivadas parciais na origem? E diferenciavel?

2. Seja A = (aij)nxn uma matriz simétrica e defina a funcéo f : R” — R dada por f(z) = (Azx, z).
(a) Mostre que f é diferencidvel e calcule f'(x).
(b) Exiba os pontos criticos de f.

(¢) Determine o maior valor de f|gn-1 no caso em que A = diag(A1,...,\n)-

3. Seja f : R? — R uma funcio de classe C!' com f(2,—1) = —1. Defina

G(z,y,u) = f(z,y) +
H(z,y,u) = uzr + 3y° + u.

(a) Encontre « € R tal que o sistema de equagoes

G(':U7 y7 u) = 07
H(x,y,u) =0,
tem solucao (z,y,u) = (2, -1, ).

(b) Sob quais condigdes existem fungoes = = g(y) e u = h(y), de classe C* e definidas em abertos
de R tais que G(g(y),y, h(y)) =0c¢e H(g(y),y,h(y)) =0 com g(—1) = 2 e h(—1) = a?
Enuncie detalhadamente todos os teoremas necessarios.

(¢) Nas condigoes encontradas em (b), supondo Df(2,—1) = (1,—3), encontre ¢'(—1) e h'(—1).
Enuncie detalhadamente todos os teoremas necessarios.

4. Sejam a € R" e M C R"! uma subvariedade (mergulhada) de classe C" que nio contém a.
Mostre que se p € M é o ponto mais proximo de a entao p — a é normal a M.

5. Seja f : R — R dada por

_— , T € |—m,T,
fx) = 2 =,
0 , caso contrario.

Seja {¢;};>0 a familia de fungoes dada por ¢om1(z) = f(z —mm) e dpom(x) = f(x + mm). Por
exemplo, g(x) = f(x — ) e ¢a(z) = f(z + 2r).
(a) Defina particao da unidade associada a uma colegao de abertos de R”.

(b) Mostre que {¢;};>0 é uma particao da unidade em R.
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6. Seja M = {(x,y,2) € R3; 42? + y?> + 422 =4, y > 0} e w = ydz + 3z dz.
(a) Calcule [, w diretamente (sem utilizar o Teorema de Stokes).
(b) Calcule [, dw.

7. Decida se cada afirmacao é verdadeira ou falsa, apresentando uma breve demonstracao ou um
contra-exemplo, conforme o caso.

(a) O sistema de equagoes diferenciais

Doty = 2t + (=),
(1)
Ly = v+ o,

definido em R? admite solucoes periédicas com periodo T > 0.
Dica: uma solugao periédica do sistema acima é uma curva y(t) = (x(t), y(t)) fechada que
satisfaz o sistema.

(b) Se U C R™ é um aberto, toda forma fechada de classe C! em U ¢é exata.

(c) Se f: U — R é harmoénica (f é C? e fur + fyy = 0 no aberto U) e todos os pontos criticos
sdo nao-degenerados entdao f obrigatoriamente tem um méaximo local.

(d) Seja f: ACR"” - R, onde A = {x = (x1,...,2) € R"; 21 -29-... -2, #0}. Se f é
diferencidvel e as derivadas parciais se anulam em todo x € A entdo f é constante.

Justifique todas as suas respostas. Boa prova!
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Exame de Qualificacao em Topologia Geral - MM 453
Julho, 2019

RA:

Instrucgoes:

o ATENCAO: Faca cinco questdes sendo pelo menos uma delas da parte B
desta avaliacao;

e Coloque o seu RA em TODAS as folhas;
e Escreva de forma clara os argumentos utilizados;

e Esta avaliagao é individual e nao é permitido o uso de qualquer tipo de material de
consulta. Tentativas, bem sucedidas ou nao, de cola implicardo na reprovacdo do(a)
aluno(a);

e Nao escreva no quadro de pontuagao acima;
e Devolva esta folha juntamente com as solugoes ao final da avaliagao.

e Indique abaixo quais questoes vocé escolheu.

Questoes escolhidas:

Parte A:

Problema 1: (2.0) Sejam X e Y espagos topoldgicos. Seja f : X — Y uma fungdo com Y
Hausdorff compacto. Mostre que f é continua se, e somente se, o grafico de f,

Gri={(a, (@) : € X}
é fechado em X x Y.
Problema 2:

a) (1.0) Seja X um espago compacto e A C X um subconjunto fechado, mostre que A é
compacto.

b) (1.0) Mostre que um subconjunto A C R™ é compacto se, e somente se, for fechado e
limitado.



Problema 3: (2.0)

a) (1.0) Seja X um espago topoldgico e A C X. Mostre que se C' é um subespaco conexo de
X com

ANC#0D e (X —-A)NC#0,

entao

CNAA+D.

b) (1.0) Seja R; o conjunto dos reais munido da topologia do limite inferior. Determine todas
as fungoes continuas f : R — R;.

Problema 4: (2.0) Mostre que X é um espago de Hausdorff localmente compacto se, e somente
se, existe um espaco Y satisfazendo as seguintes condigoes:

i) X é subespago de Y
ii) Y — X é um conjunto consistindo de apenas um ponto

ili) ¥ é um espago de Hausdorff compacto.

Parte B:

Problema 5: (2.0) Seja X um espaco normal e sejam A e B conjuntos fechados disjuntos em
X. Dados a,b € R com a < b, mostre que existe uma func¢ao continua f : X — [a,b] tal que

AcC fT({a}), BcfH({b}).

Problema 6: (2.0)
a) (1.0) Prove que todo filtro esta contido em um ultrafiltro.

b) (1.0) Enuncie e demonstre o Teorema de Tychonoft.

Problema 7:

a) (1.0) Seja p: F — B uma aplicacdo de recobrimento e seja B um espaco conexo. Mostre
que se p~L(by) tem k elementos para algum by € B entdo p~!(b) possui exatamente k
elementos para todo b € B.

b) (1.0) Seja p : E — B uma aplicacdo de recobrimento, by € B e eg € p~*(bg) fixados.
Denote por
¢ : m1(B,bo) = p~*(bo)

a correspondéncia de levantamento induzida por p e com respeito aos pontos by e eq.
Mostre que se E for simplesmente conexo entao ¢ serd bijetora.



Problema 8: (2.0) Considere G um grupo topolégico, ou seja, G é um espago topoldgico que
possui uma operacao - : G X G — G com a qual (G,-) é um grupo e as aplicagdes:
(x,y)—~2z-y e xr>a !

s@o continuas. Seja xg € G o elemento neutro de G mostre que 71 (G, ) é um grupo comutativo.

Boa prova !!!



EQM Algebra Linear 17 de julho de 2019

Nome: R.A.:

Exercicio 1. (4pt) Considerando as afirmagdes abaizo, responda falso ou ver-
dadeiro, dando uma justificativa para cada resposta.

1. Todo espaco vetorial € isomorfo ao seu dual;

2. Um isomorfismo entre um espag¢o V e seu dual V* € equivalente a um pro-
duto interno ndo degenerado (mas nao necessariamente positivo definido);

3. Dado um espago com produto interno (V,g), todo subespaco L C V' possui
complemento ortogonal V= tal que VNV+L =0);

4. O produto temsorial entre dois espacos, V @ W, pode ser visto como o
espaco de funcionais bilineares de V* x W*.

Exercicio 2. (2pt) Mostre que se dois operadores auto-adjuntos comutam entdo
existe uma base que os diagonaliza simultaneamente.

Exercicio 3. (2pt) Dada a sequinte matriz

5 4 2 1
0 1 -1 -1

Encontre a forma de Jordan de A e uma base de Jordan para a mesma.

Exercicio 4. (2pt) Seja V. um espago vetorial de dimensio n, seja A*V a k-
ésima poténcia exterior de V e seja T : V. — V uma transformacdo linear de
V. Ezxplique como definimos uma transformacao linear induzida T : A*V —
A*V . Utilize esta informacao para definir, de modo independente de base, o
determinante de uma transformacgdo linear.



