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EXAME DE QUALIFICACAO DE ANALISE FUNCIONAL
Aluno: RA:

Questao 1. As afirmacoes abaixo sao falsas ou verdadeiras? Demonstre as
suas respostas. (Se a sua resposta for: “falsa”; a demonstragao pode ser um
contraexemplo, mas ndo necessariamente.)

(a) Todo espago de Banach é reflexivo.

(b) Sejam F um subespago vetorial de um espago vetorial normado E tal
que F # E. Entdo existe um funcional f € E* (um funcional linear limitado
em F) nao nulo tal que f|FF =0 (f(z) =0, Vo € F).

(c) Toda sequéncia limitada em ¢! tem uma subsequéncia que converge
fracamente em (' (ou seja, na topologia (¢!, £>)).

(d) Seja (X, M, i) um espago de medida. Entao L*(X, M, i) é separavel.

2. Seja E o espaco de Banach C([a, b]) das fungbes continuas reais definidas
no intervalo compacto [a, b], qualquer, munido da norma do maximo, || f|| =
maxyelqp | f(2)]. Dados niimeros (reais) 5 > «, mostre que o conjunto K das
fungbes f nao crescentes em E tais que f(a) = 5, f(b) = a é um conjunto
convexo, limitado e fechado em E.

3. Sejam (ex)52; uma base de Schauder em um espago de Banach (E, || - ||),
de dimensao infinita, e P, : F — E, n=1,2,---, as projecoes em relacao a
essa base: P, =) xpep, se = ;| Tpe.

(a) Mostre que ||z||; = sup,, ||Pn,z|| ¢ uma norma em E e que 0s espagos
(E,|-1), (E,]-]]1) sao iguais topologicamente (os abertos dados pelas duas
normas Sao 0s mMesmos).

(b) Mostre que sup,, | P, || < co. (Aqui, | P,| é a norma de P, como um
operador linear limitado de F em E.)

4. Mostre que a inclusio C*([a,b]) C C([a,b]) é um operador (linear) com-
pacto. (Aqui, [a,b] é um intervalo compacto arbitrario de R e as normas em
C'([a, b]) e C([a, b]) sao dadas, respectivamente, por || 1 = sup,¢(,p(|f'(2) [+
[f(@)]) e IfI] = supyepa | f(2)].)

5. Sejam E um espago de Banach e T' € L(E) (um operador linear limitado
T:E — E)tal que T? = I e T # 1. Mostre que o(T) C {—1,1}
e determine o operador R = (T — \)~! para A # +1. Nao comece com o
operador R dado; mostre (exiba) como vocé determina (encontrou) o mesmo.



ATENCAO: Nio é permitido destacar as folhas

Exame de Qualificacdo em Introdugdo a Topologia Algébrica — 11/12/2019

NOME: RA:

Incluir na prova, por favor, todas as “contas” feitas nas resolucdes. Respostas ndo acompanhadas de argumentos
que as justifiquem ndo serdo consideradas.
Boa Prova!

1) Responda Verdadeiro ou Falso justificando a resposta.

i- (Ipt) Dada f : S™ — S™ um mapa continuo que nio é uma equivaléncia homotdpica, entdo f possui um ponto
fixo.

ii- (1pt) Toda fungdo continua de g : RP? — RP? tem um ponto fixo.
iii- (1pt) Se f: S' — S entdo Cy = C(S') us S! é um espago contritil.
iv- (1pt) St v S! é um retrato de deformagio de S! x S*.
2) Calcule os seguintes grupos
i- (Ipt) H, (S™; Z),
ii- (Ipt) Hy (S x 52,74)
iii- (1pt) Hy(K,Z2) para K a garrafa de Klein.
vi- (1pt) H,, (CP24CP?)
v- (Ipt) Hy(CP! x S3).

vi- (Ipt) m;(CP™) paral < i < 2n + 1.



Exame de Qualificacao, Doutorado

Algebra Nao Comutativa
13 de dezembro de 2019

1. a) (0,5 pt) Definir ideal primitivo de um anel R. Enunciar o teorema sobre a densidade.

b) (1 pt) Mostrar que um anel R (1 € R) é primitivo (a direita) se e somente se R tem
um moédulo Vg (a direita) fiel e irredutivel.

c¢) (1 pt) Mostrar que se R (1 € R) é um anel primitivo entao ele é primo. A reciproca
desta afirmacao ¢é valida?

d) (1 pt) Se 1 € R e R é um anel simples, mostrar que ele é primitivo. A reciproca desta
afirmacao é valida?

2. a) (0,5 pt) Definir o radical de Jacobson J(R) de um anel R. Qual o radical de Jacobson
J(M,(F)) do anel das matrizes n x n sobre um corpo F'?

b) (1 pt) Se R é qualquer anel, mostrar que
(0 )= (0 ) (e 7) =0l o)

c) (0,5 pt) Se R = Zs10, 0 anel dos residuos médulo 210, qual o radical de Jacobson dos
dois anéis de (b)?

3. a) (1,5 pt) Sejam A e B duas élgebras unitarias sobre o corpo F, e sejam P C A,
() C B subalgebras contendo os elementos 1 de A e de B, respectivamente. Demonstrar que
o centralizador Cygp(P ® Q) = Ca(P) ® Cp(Q). (Aqui os produtos tensoriais sao sobre o
corpo F.)

b) (1 pt) Seja D um anel de divisao com centro Z = Z(D) e tal que dimz D < oco. Se K
é um subcorpo maximal de D mostrar que D ®, K = M, (K) para algum nimero natural
n.

¢) (0,5 pt) Se D é como em (b), e L = Z é o fecho algébrico de Z, mostrar que D ®y L =
M,,(L) para algum numero natural m.

4. (1 pt) Definir o grupo de Brauer de um corpo F. Explicitar qual a operagao neste grupo
e justificar que ela é bem definida. Qual o elemento neutro e como sao definidos os inversos
no grupo de Brauer?

5. a) (0,5 pt) Enunciar o teorema de Burnside sobre os grupos periédicos de matrizes.
b) (1 pt) Se G é um subgrupo periédico de G Ly(R), o grupo das matrizes invertiveis 2 x 2
com entradas reais, ele ¢é finito?



